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Je  me  suis  proposé,  dans  ce  pclil  Volume,  d'exposer  les 
principes  sur  lesquels  reposent  les  mélhodes  de  développe- 
ment des  fonctions  d'une  variable  complexe  en  séries  de 
polynômes.  Me  conformant  à  la  règle  adoptée  dans  cette 
Collection,  je  l'ai  écrit  de  manière  à  le  rendre  accessible  à 
des  lecteurs  possédant  seulement  les  premières  notions  de 
l'Analyse  et  j'ai  rappelé  au  début  les  parties  essentielles  de 
la  ibéorie  des  fonctions  analytiques  utilisées  dans  les  pages 
suivantes,  en  apportant  à  leur  exposé  les  éclaircissements  et 
les  compléments  nécessaires. 

Pour  la  rédaction,  j'ai  eu  constamment  recours  aux 
Mémoires  originaux  :  les  méthodes  du  texte  ne  sont  pas  tou- 
jours les  mêmes  que  celles  de  ces  Mémoires,  et  cela  est 
bien  naturel  parce  que,  les  différentes  parties  d'un  Livre  se 
prêtant  un  mutuel  appui,  l'une  peut  servir  à  éclaircir  et  à 
simplifier  l'autre. 

Le  problème  le  plus  simple,  celui  de  la  représentation 
d'une  fonction  analytique  par  la  somme  d'une  série  de 
polynômes,  dans  un  domaine  où  cette  fonction  est  régulière, 
a  été  traité  par  diverses  méthodes.  J'ai  cru  devoir  les  exposer 
à  cause  de  leur  élégance  et  de  l'intérêt  cpie  présentent  les 
principes,  utiles  dans  d'autres  recherches,  sur  lescpiels  elles 
sont  fondées.  Un  lien  rattache  toutes  ces  mélhodes:  c'est 
l'intégrale  de  Cauchy;  elles  ne  diflerent  que  par  les  procédés 
de  calcul  et  d'approximation  indéfinie  de  cette  intégrale. 


VI  PREFACE. 


J'ai  consacré  tonl  un  Chapitre  aux  travaux  de  M.  Faber, 
dont  les  résultats  constituent  une  généralisation  importante 
des  séries  de  Taylor  :  à  chaque  domaine  correspond  nne 
famille  de  polynômes  qui  ne  dépendent  que  de  la  forme  de 
ce  domaine  et  toute  fonction  régulière  dans  le  domaine  peut 
être  représentée  par  la  somme  d'une  série  formée  avec  les 
polynômes  de  la  famille. 

L'étude  de  la  représentation  d'une  fonction  par  une  série 
de  polynômes,  convergente  dans  son  étoile  d'holomorphie, 
n'a  pas  été  abordée  ici  :  les  belles  méthodes  de  M.  Painlevé 
unissent  en  elTet  le  domaine  réel  et  le  domaine  complexe,  et 
leur  auteur  les  a  exposées  dans  une  Note  contenue  dans  le 
Livre  de  AL  Borel,  Leçons  sur  les  fondions  de  i^ariahlcs 
réelles  et  les  développemenis  en  séries  de  polynômes^  à 
laquelle  je  renvoie  le  lecteur. 

Je  suis  heureux  de  remercier  ici  M.  l^^mile  Borel  qui  m'a 
engagé  à  écrire  ce  Livre  et  m'a  aidé  de  ses  conseils  au 
cours  de  la  rédaction.  La  lecture  des  épreuves  a  fourni  à 
M.  Henri  Lebesgue  l'occasion  de  remarques  importantes  et 
d'indications  judicieuses  qui  m'ont  été  fort  utiles  :  je  liens 
à  lui  en  exprimer  mon  alTectueuse  gratitude. 

I^AIL    MoNTEL. 
l*aris,  le  .0  jiiillcl   1910. 


Dans  la  Préface  do  mes  Leçons  sur  les  fondions  de  variables  réelles 
el  les  f/érelop/)e/nenfs  en  séries  de  polynômes^  j'avais  annoncé  mon  inlen- 
lion  (le  consacrer  un  Volnmc  an\  séries  de  polynômes  à  variables  complexes  ; 
j'ai  rclardé  tout  d'ahord  la  rédaction  de  ce  Volnmc  ponr  tenir  compte  des 
r«;clierclics  (pie  INI.  I*anl  Alonlel  était  préci>;émcnt  en  train  (te  ternnncr,  et 
il  m'a  scinidi'  ciiMiilc  (pic  I  iinpdil  aiicc  même  de  S(>s  iia\aii\  sni"  c^^  snjel 
dillicilo  (l('sii;nail  particulièrement  M.  !M«»nl«d  p^iir  le  traitera  ma  place; 
j'espère  tpi(»  les  lecteurs  de  la  ('.(diection  lui  <eii)nt  aii>-*>i  r(>eonnaissants 
(pie  moi  d  a\idr  Itien  \tMiln  écrire  ce  Livi'e. 
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CHAPITRE   L 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  FONCTIONS  ANALYTIQUES. 


Domaines  et  ensembles  de  points. 

Un  plan  étant  rapporté  à  deux  axes  Oç,  Or^,  considérons  Ja 
courbe  C 

les  fonctions  y(^),  '^{t)  sont  définies  et  continues  dans  un  inter- 
valle qu'on  peut  toujours  supposer  être  (o,  i),  et  deux  valeurs  dis- 
tinctes de  t  donnent  deux  points  différents,  sauf  les  valeurs  o  et  i , 
qui  donnent  le  même  point.  La  courbe  C  est  dite  fermée^  sans 
point  multiple;  elle  partage  le  plan  en  deux  régions  :  Tune,  inté- 
rieure, dont  aucun  point  ne  peut  être  joint  au  point  à  Finfmi  par 
un  trait  continu  sans  rencontrer  G;  l'autre,  extérieure,  dont 
cliaque  point  peut  être  uni  au  point  à  l'infini  par  un  trait  continu 
sans  point  commun  avec  G  (M. 

Nous  appellerons  domaine  simplement  connexe  la  région  inté- 
rieure d'une  courbe  fermée  G  sans  point  multiple;  plus  précisé- 
ment, l'ensemble  des   points  de   la  région   intérieure   s'appellera 

(')   Pour  la   démonstration,   voir  Jordan,    Cours   d'Analyse,  t.   I,  2*  édition, 
p.  97-'o4- 

M.  I 
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un  domaine  ouveîH^  et  Tensemble  de  points  formé  par  la  réunion 
des  points  intérieurs  et  de  ceux  de  la  courbe  frontière  C  sera  un 
domaine  fermé.  Dans  un  pareil  domaine,  on  peut  joindre  un 
point  intérieur  à  un  autre,  par  un  trait  continu  ne  rencontrant  pas 
la  frontière  G,  et  deux  courbes  quelconques  unissant  les  deux 
points  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  déformation 
continue,  sans  sortir  du  domaine  fermé  ('). 

Soient  D  un  domaine  simplement  connexe  et  D,,  Do?  ...,D^des 
domaines  simplement  connexes  tous  intérieurs  à  D  et  extérieurs 
les  uns  aux  autres.  Les  points  du  domaine  D  qui  n'appartiennent 
à  aucun  des  domaines  D,,  Do,  .  .  .,  D^,  formeront  une  région  D' 
qu'on  appellera  domaine  midtiplement  connexe  d^ ordre  p  -\-\. 
Les  points  du  domaine  ouvert  D,  qui  n'appartiennent  pas  aux 
domaines  fermés  D,,  Dg,  ...,  Dy,  formeront  le  domaine  ouvert  D'; 
les  points  du  domaine  fermé  D  fjui  n'appartiennent  pas  aux 
domaines  ouverts  D,,  Do,  .  .  .,  Dy,  formeront  le  domaine  fermé  D'. 
Deux  points  intérieurs  de  D  peu\ent  être  réunis  par  un  trait  con- 
liiHi  ne  rencontrant  pas  la  frontière  C,  Ci,  Go,  .  .  .,  Gy,,  mais  deux 
chemins  quelconques  unissant  ces  deux  points  ne  pourront  pas  tou- 
jours se  ramener  Tun  à  l'autre  par  une  déformation  continue  (-). 

11  importe  aussi  de  préciser  la  nature  des  courbes  limitant  les 
domaines  que  nous  aurons  à  utiliser  :  appelons  simple  un  arc  de 
courbe  sans  point  multiple  et  tel  que  les  fonctions  f{t)  et  C5(^) 
(jui  définissent  ses  coordonnées  possèdent  des  dérivées  premières 
continues;  nous  dirons  qu'un  contour  fernu'  est  simple  lorsqu'il 
est  formé  d'un  nombre  (ini  d'arcs  de  courbe  simples;  un  contour 

(')  On  (iil  qu'une  dcforinalion  continue  unit  les  deux  courbes 

•\[;=/(0, -0-9(0,  (o;^^^i)]       et       r,[H=./,(0,'n  =  9,(0,  (o^^^O], 

lorsqu'on    a    défini    des    fonctions    F(/,  a)    et    <!>(;,  a)    continues    pour    olf^i^ 
o  S  a  ^  I  telles  <[ue 

!•■(/.  O)r./(0,  V{t,   ,)=/,(0, 

«|.(/,  0)    =Cp(0,  «I>(^1)   =:9,(0- 

[.a  courbe  !'„!  ;  =  V[t,  x),  r,  =  <^(  /,  a)  (o  ;^  i  1 1)],  obtenue  en  laissant  a  con- 
stant dans  les  fonctions  V  et  *I»  se  déforme  et  passe  de  r,,  à  \\  lorsque  a  varie 
de  o  à  I . 

C^)  I^a  r('';;ion  extérieure  délinie  par  une  courbe  C  est  aussi  un  domaine  simple- 
ment connexe  A  :  si  l'on  en  supprinie  les  points  des  domaines  D,,  D,,  ...,  O  ,  séparés 
et  contenus  d.ms  celle  région,  on  obhenl  un  domaine  connexe  A'  d'ordre  p-\-i. 
Les  domaines  1»  d  l>'  >-oiii  dits  homes  et  les  domaines  A  cl  A'  non  bornés. 
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polygonal,  par  exemple,  esl  nu  contour  siin[jle.  Lu  are  simple  a 
une  longueur  déterminée  et  finie.  Un  arc  de  courhe  sera  dit  ana- 
lytique au  point  P,  correspondant  à  la  valeur  t^^  du  paramètre  si 
les  fonctions /'(^)  et  cp(^)  sont  développables  en  séries  de  Taylor 
convergentes  dans  le  voisinage  de  /„  ;  '^^  point  P  est  dit  régulier  si 
les  nombres /'(/o)  et  ^'(^o)  ^^  ^oi^t  P^s  nuls  tous  les  deux  :  un  arc 
dont  tous  les  points  sont  réguliers  est  appelé  arc  régulier.  En  par- 
ticulier, un  contour  fermé  peut  être  formé  [)yr  un  seul  arc  de  courbe 
analytique  et  régulier;  c'est  le  cas  d'un  cercle  ou  d'une  ellipse. 

Supposons  qu'on  ait  choisi  un  sens  de  parcours  sur  un  des  con- 
tours simples  G  qui  forment  la  frontière  d'un  domaine;  si  le 
mobile  qui  parcourt  G  a  le  domaine  à  sa  gauche  dans  une  de  ses 
positions,  il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  positions  de  ce 
mobile  (  '  ).  jNous  appellerons  positif  \e,  sens  de  parcours  sur  G  d'un 
mobile  qui  laisse  le  domaine  à  sa  gauche  ;  négatif  \e  sens  contraire. 

Rappelons  maintenant  quelques  définitions  et  quelques  pro- 
priétés fondamentales  des  ensembles  de  points  dans  le  plan  : 

Soit  E  un  ensemble  de  points  situés  dans  un  plan,  un  point  P 
du  plan  est  appelé  point  limite  de  cet  ensemble,  s'il  existe  des 
points  de  E  à  une  distance  de  P  aussi  petite  qu'on  le  veut  :  en 
d'autres  termes,  dans  un  cercle  quelconque  de  centre  P,  il  y  a  une 
infinité  de  points  de  l'ensemble.  Si  P  est  le  point  à  l'infini,  on  dit 
que  c'est  un  point  limite  de  l'ensemble,  lorsqu'il  y  a  des  points 
de  E  à  l'extérieur  de  tout  cercle  du  plan.  Un  ensemble  formé  d'un 
nombre  fini  de  points  n'a  pas  de  point  limite;  au  contraire,  si  un 
ensemble  contient  une  infinité  de  points,  il  possède  au  moins  un 
point  limite.  En  effet,  ou  bien,  cpielque  grand  que  soit  un  cercle, 
il  y  a  des  points  de  E  à  l'extérieur  et  le  point  à  l'infini  est  un  point 
limite,  ou  bien  il  existe  un  cercle  contenant  tous  les  points  de  E  (-). 
Soit  A  un  carré  contenant  ce  cercle,  divisons-le  en  quatre  carrés 
égaux  par  des  parallèles  aux  côtés,  dans  l'un  de  ces  carrés  au 
moins,  soit  A|,  il  y  a  une  infinité  de  points  de  E,  divisons  de 
même  A,  en  quatre  carrés  égaux,  dans  l'un  d'eux,  Ao,  il  y  a  une 
infinité  de  points  de  E,  etc.,  on  obtient  ainsi  une  suite  infinie  de 
carrés  A,  Ai,  .  .  . ,  A^,  .  .  .   dont  chacun  est  emboîté  dans  le  pré- 


')   Voir  Baire,  Leçons  sur  tes  théories  générâtes  de  l'Analyse,  l.  I,  p.  220. 
(-)  On  dit  dans  ce  cas  que  l'eiisenrible  K  est  borné. 


4  CHAPITRE    I. 

cèdent  et  qui  ont,  par  suite,  au  moins  un  point  P  commun;  on 
voit  immédiatement  que  P  est  un  point  limite. 

L'ensemble  E'  des  points  limites  esl  appelé  l'ensemble  dérivé 
de  l'ensemble  E;  si  tous  les  points  de  E'  appartiennent  à  E,  on  dit 
que  E  est  un  ensemble  fermé  (*);  si  les  ensembles  E  et  E'  sont 
identiques,  on  dit  que  E  est  un  ensemble  parfait.  On  définit  de 
même  l'ensemblç  E"  dérivé  de  E',  etc.  Un  ensemble  est  dénom- 
brable  lorsqu'on  peut  établir  une  correspondance  iinivoque  et 
réciproque  entre  les  points  de  cet  ensemble  et  les  nombres  entiers; 
par  exemple  l'ensemble  des  points  dont  les  deux  coordonnées  sont 
rationnelles  est  dénombrable.  Si  l'ensemble  dérivé  E'  d'un 
ensemble  E  se  compose  d'un  nombre  fini  de  points,  Tensemble  E  est 
dénombrable;  il  en  est  de  même  lorsque  l'un  des  dérivés  de  E  ne 
comprend  qu'un  nombre  fini  de  points. 

Ln  ensemble  fermé  est  formé  par  la  réunion  d  un  ensemble 
parfait  et  d'un  ensemble  dénombrable  (-). 

Un  point  d'un  ensemble  E  est  appelé  point  intérieur  de  l'en- 
semble, s'il  existe  un  cercle  dont  le  centre  est  en  ce  point  et  dont 
tous  les  points  appartiennent  à  E;  il  est  extérieur  s'il  existe  un 
cercle  ayant  ce  point  pour  centre  et  ne  contenant  aucun  point 
de  E.  Tous  les  points  voisins  d'un  point  intérieur  sont  intérieurs; 
tous  les  points  voisins  d'un  point  extérieur  sont  extérieurs.  Les 
points  qui  ne  sont  ni  intérieurs  ni  extérieurs  forment  \a  frontière 
de  E.  Dans  tout  cercle  dont  le  centre  est  en  un  point  frontière,  il 
y  a  des  points  qui  appartiennent  à  E  et  des  points  qui  ne  lui  appar- 
tiennent pas  (^). 

Un  ensemble  E,  contenu  dans  un  domaine  D,  est  dit  dense  dans 
ce  domaine,  s'il  existe  des  points  de  E  dans  toute  région,  si  petite 
soit-ellc  du  domaine  :  l'ensemble  des  points  dont  les  deux  coor- 


(')  l*yr  exemple,  l'ensemble  K'  est  fermé,  car  un  point  limite  de  K'  a  dans  son 
voisinage  nn««  inlinilé  de  points  de  K'  cl.  par  conséquent,  une  infinité  de  points 
de  K;  donc  il  appartient  à  K'. 

(')  Ce  thcorcme  est  dû  à  M.  Cantor  cl  h  M.  Hendixson  ;  pour  sa  démonstration 
comme  pour  celles  des  propriétés  générales  des  ensembles  que  nous  rappelons  ici, 
on  pourra  consulter  les  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  et  les  Leçons  sur  les 
fonctions  de  variables  réelles  de  M.  Horel  et  les  Leçons  sur  l'intégration  de 
M.  I^cbcsj;ue. 

(  ')  i>i  l'tm  appelle  K  l'ensemble  des  points  d'un  domaine  ouvert  ou  fermé,  la 
courbe  limitant  ce  domaine  est  la  frontière  de  E. 
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données  sont  rationnelles  est  dense  dans  tout  le  j)l;iii.  Lorsqu'un 
ensemble  E  est  dense  dans  le  domaine  D,  l'ensemble  E'  comprend 
évidemment  tous  les  points  du  domaine  fermé  IJ;  si  E  est  fermé, 
il  coïncide  avec  D. 

Si  un  ensemble  n'est  dense  dans  aucune  région  diin  domaine, 
il  est  dit  non  dense  dans  ce  domaine  :  un  ensemble  fermé  qui  n'a 
pas  de  points  intérieurs  est  partout  non  dense  (•);  si  un  ensemble 
non  dense  est  donné,  dans  chaque  région  du  [)lan  il  y  a  un  domaine 
ne  contenant  aucun  point  de  l'ensemble. 

On  dit  qu'un  ensemble  est  superficiel  s'il  contient  des  points 
intérieurs  :  un  domaine  est  un  ensemble  superficiel;  si  tous  les 
points  de  l'ensemble  sont  des  points  frontières,  on  dit  que  l'en- 
semble est  linéaire;  une  courbe,  au  sens  ordinaire  de  ce  mot,  est 
un  ensemble  linéaire. 

Soit  E  un  ensemble  parfait  borné,  M.  Cantor  dit  que  cet 
ensemble  est  bien  enchaîné  (zusammenhangend)  ou  continu  si, 
étant  donnés  deux  points  M  et  M'  de  E,  on  peut  trouver  une  ligne 
polygonale,  ayant  ses  extrémités  en  M  et  M',  dont  les  sommets 
sont  des  points  de  E  et  dont  clia(|ue  côté  a  une  longueur  qui  ne 
dépasse  pas  un  nombre  £  arbitrairement  petit.  S'il  existe  dans 
l'ensemble  un  couple  de  points  ne  satisfaisant  pas  à  cette  condition, 
l'ensemble  esl  mal  enchaîné  ou  discontinu.  Si  la  condition  n'est 
remplie  par  aucun  couple  de  points,  on  dira  que  l'ensemble  esl 
partout  discontinu.  Un  ensemble  partout  discontinu  ne  contient 
pas  de  points  intérieurs,  c'est  un  ensemble  linéaire  (-). 

Je  vais  maintenant  démontrer,  au  sujet  des  ensembles  parfaits 
discontinus,  untliéorème  que  nous  aurons  à  utiliser  : 

Soit  E  un  ensemble  borné ,  parfait  et  discontinu;  on  peut 


(')  Considérons  par  exemple  un  carré,  partageons-le  en  9  carrés  égaux  par  des 
parallèles  aux  côtés,  et  supprimons-en  les  points  du  carré  ouvert  concentrique 
au  premier.  Répétons  cette  opération  pour  cliacun  des  8  carrés  restants  et  conti- 
nuons indéfiniment.  Les  points  qui  n'ont  pas  été  enlevés  forment  un  ensemble 
parfait  et  non  dense. 

(-)  Plaçons  sur  deux  côtés  adjacents  d'un  carré  deux  ensembles  de  points  F 
et  Fi  parfaits  et  non  denses,  ensembles  qu'on  obtient,  comme  on  sait,  en  retran- 
chant d'un  segment  les  points  intérieurs  i\  une  infinité  de  segments  sans  point 
commun  deux  à  deux.  L'ensemble  des  points  du  carré  qui  se  pr«>jettent  sur  les 
deux  côtés  considérés  aux  points  de  F  et  de  F,  forment  un  ensemble  parfait,  évi- 
demment discontinu. 
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tracer  une  courbe  eiiLourant  un  point  quelconque  P  de  E,  dont 
aucun  point  n' appartient  à  V ensemble  et  qui  est  tout  entière 
contenue  dans  un  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  arbitrairement 
petit. 

Soit  a  le  rayon  du  cercle  qui  doit  contenir  la  courl)e:  traçons  un 
autre  cercle  y  de  centre  P  et  de  rayon  a,  <<  a.  Les  points  de  E  situés 
à  l'extérieur  et  sur  la  circonférence  de  y  forment  un  ensemljle 
fermé  E,.  Si  P,  est  un  point  de  E,,  il  existe  un  nombre  s  tel  qu'on 
ne  peut  tracer  de  ligne  polygonale  unissant  P  et  P,  dont  les  som- 
mets soient  des  points  de  E  et  les  côtés  inférieurs  à  £,  puisque 
l'ensemble  est  partout  discontinu.  Les  nombres  s  relatifs  aux  dif- 
férents points  P,  de  El  ont  un  minimum  Tj.  .le  dis  que  Tj  n'est  pas 
nul  :  s'il  était  nul,  en  effet,  on  trouverait  des  points  P,,  P2,  ..., 
P„,  ...  de  1^2,  tels  que  les  nombres  s  correspondants  prennent  les 
valeurs  ei,  îo^  -i  ^n-  •••  dont  la  suite  a  pour  limite  o.  Appelons  Pq 
un  point  limite  des  P/.  Po  appartient  à  E,  qui  est  fermé,  et  il  cor- 
respond à  ce  point  un  nombre  £0  rion  nul;  il  en  résulte  que  pour 
tous  les  points  de  E,  situés  à  une  distance  de  Po  inférieure  à  £«,  la 
valeur  de  £  est  au  moins  égale  à  £0,  ce  qui  contredit  l'iiypothèse 
(pTIl  V  a  dans  le  voisinage  de  Py  des  points  P/  pour  lesquels  la 
valeur  de  £  est  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Traçons  maintenant  autour  de  cbaque  point  de  E  un  cercle  de 

rayon  yi' <<  -  ayant  ce  point  pour  centre  :  d'après  un  théorème  de 

M.  I)()i('l,  généralisé  par  M.  Lebesgue  (*),  on  peut  remplacer  ces 
cercles  par  un  nombre  fini  d'entre  eux,  de  manière  que  chaque 
point  (le  ]i  soit  ii  rinh'iieui"  do  1  Un  au  moins  des  cercles  qu'on 

(')  Voici  rénonré  du  tlirorrinc  général,  en  nous  plaçant,  par  exemple,  dans 
l'espace  à  deux  dimensions  : 

Soient  K  un  ensemble  rie  points  fermé  et  borné  et  T  un  ensemble  de  cereles 
fe/s  t/Kc  tout  jHtint  de  V.  soif  intérieur  à  l'un  au  moins  de  ces  cercles  (il  faut 
entendre  par  là  (|ue  le  point  ap|)artienl  an  domaine  ouvert  formé  par  les  points 
inti'-rienrs  an  cerrie);  on  j>eut  remplacer  l'ensembleT  par  un  nombre  fini  j)  de 
cercles  de  cet  ensemble  tels  tjuc  tout  /wint  de  E  soit  à  l'intérieur  de  l'un  au 
moins  de  ces  p  cercles. 

Nous    ap|>ellcrons    dans    la    suite,  cette    proposition    :    le  théorème  de   Borel 
Lcbcs^ue:  ses  applications  à   la  théorie  des  fonctions  sont  fréquentes  et  utiles; 
pour  la  démonstration  voir  les  Leçons  sur  l'intégration  de  M.  Lebesgue,  p.  io5, 
et  les  /A'rons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles  de  M.  Horcl.  p.  <i. 
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aura  retenus.  Les  points  communs  à  ces  derniers  cercles  forment 
un  ou  plusieurs  domaines  simj)lemenl  ou  iiiiilli|)l<iiifnl  rtonnexcs 
dont  l'un,  A,  contient  W  Ce  domaine  A  ne  contient  aucun  des 
cercles  relatifs  aux  points  de  E,,  car,  dans  le  cas  contraire,  on 
pourrait  relier  P  à  un  point  de  K,  par  une  li^ne  polyjionale  <\<)ni 
les  sommets  appartiendraient  à  E  et  les  cotés  seraient  au  plu.«> 
égaux  à  27j'<;y,.  Par  conséquent  A  est  à  Tinté-rieur  d'un  cercle 
de  centre  P  et  de  rayon  a,  -{-  'f\'  <C  a,  si  r/  est  assez  petit.  La  courbe  o 
limitant  extérieurement  A  répond  à  la  question  ;  elle  est  formée 
d'un  nombre  fini  d'arcs  de  cercle. 

On  peut  généraliser  la  proposition  précédente  et  l'étendre  au 
cas  où  E  n'est  pas  partout  discontinu  (').  Soit  F  un  ensemble 
contenu  dans  E  et  tel  que  tout  ensemble  contenant  F  et  contenu 
dans  E  soit  discontinu;  je  dis  qu'on  peut  entourer  F  d'une  ligne  o 
ne  contenant  aucun  point  de  E  et  dont  chaque  point  est  à  une 
distance  inférieure  à  a  d'un  point  de  F.  Si  l'on  décrit  un  cercle  de 
rayon  a,  <<  a  autour  de  chaque  point  de  F  pris  comme  centre,  on 
pourra,  en  prenant  un  nombre  fini  de  ces  cercles,  enfermer  F  dans 
un  domaine  dont  la  frontière  y  sera  formée  d'arcs  de  cercle  et  jouera 
le  même  rôle  que  le  cercle  y  du  théorème  précédent.  A  chaque 
point  P  de  F  correspond  un  nombre  Tj,  minimum  des  longueurs 
des  côtés  des  lignes  polygonales  qui  unissent  le  point  P  aux  dif- 
férents points  Pi  de  E  non  intérieurs  à  y  et  dont  les  sommets  sont 
des  points  de  E.  Les  nombres  r,  relatifs  aux  différents  points 
de  F  ont  un  minimum  ^  non  nul.  (On  le  démontre  de  la  même 
manière  que  pour  r,.)  Il  suffit  de  raisonner  sur  v,  comme  on  l'a  fait 
plus  haut  sur  yi,  pour  obtenir  un  domaine  A  et  une  courbe  o 
répondant  à  la  question  (-). 


(i)  FoiV-  ZoRETTi,  Sur  les  fonctions  analytiques  uni/ormes  qui  possèdent 
un  ensemble  parfait  discontinu  de  points  singuliers  {Journal  de  Liouville, 
1905,  p.  10). 

(2)  On  peut  remplacer  la  courbe  ô  par  une  inlinilé  d'autres;  en  elVet,  chaque 
point  de  6  est  le  cenlre  d'un  cercle  p  ne  contenant  aucun  point  de  E,  sinon  ce 
point  ayant  une  infinité  de  points  de  K  dans  son  voisinage  serait  point  limite 
de  E  et  appartiendrait  à  E  qui  est  ferme.  Traçons  un  cercle  p  autour  de  cliacun 
des  points  de  ô;  on  peut,  d'après  le  théorème  Borel-Lehesiiue,  retv|. lacer  ces 
cercles  par  un  nombre  fini  d'entre  eux;  les  points  communs  aux  cercles  ainsi 
retenus  forment  un  canal  autour  de  ô  qui  ne  contient  pas  de  point  de  E;  toute 
courbe  fermée  tracée  dans  ce  canal  et  entourant  V  répond  à  la  t|ueslion.  on  pcul 
la  supposer  analytique  et  régulière,  par  exemple. 
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Fondions  analytiques. 

Je  rappelle  brièvement  les  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions analytiques.  Soit  f{x)  une  fonction  de  la  variable  complexe 

définie  dans  un  domaine  D.  Supposons  que,  en  chaque  point 
intérieur  de  D,  le  rapport 

fix  +  h)-f(x) 
h 

ait  une  limite  finie  lorsque  le  nombre  complexe  li  tend  vers  zéro: 
celte  limite  est  la  dérivée  de  la  fonction /(^)  au  point  x.  La  fonc- 
tion f{oc)  est  alors  une  fonction  holomorphe  de  x  dans  le 
domaine  D. 

Soit  L  un  arc  ou  chemin  simple  allant  du  point  Xq  au  point  X 
et  la  somme 


2(^/4-1— :r/)/(^/), 


X, 


■i  =  X, 


dans  lacpielle  les  poinls  ^,,  j^o,  ...,  Xn  sont  placés  sur  L,  les 
indices  indiquant  l'ordre  dans  lequel  on  rencontre  ces  points  en 
se  (h'plaçant  sur  L  de  j"o  "  ^-  Cette  somme  a  une  limite  lorsque 
le  nombre  des  poinls  de  division  choisis  sur  L  augmente  indéfini- 
ment, de  manière  (jue  la  distance  de  deux  points  consécutifs  ait 
pour  limite  zéro.  Cette  limite  est  l'intégrale 


//(•'■) 


dx\ 


(•(•Ile  intégrale  conserve  la  même  valeur  si  Ton  remplace  le  che- 
min I.  \y.\\  1111  ;mirr  chemin  \J  tel  que  la  fonction  /(^)  soit  holo- 
morphe en  Ions  les  points  rencontrés  dans  une  déformation  con- 
tinue pcrmctlanl  de  passer  de  L  à  L'.  La  valeur  de  l'intégrale  est 
une  foiirlion  de  X,  F(X)  holomorphe  comme /(X)  et  admettant 
comme  dérivée  au  point  \  la  \alciir  /'(X). 

Soit  C  un  contour  simple  limitant  un  domaine  fermé  simple- 
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ment  connexe  dans  lequel /(j?)  est  holomorphe;  l'intégrale 


X 


f{x)dx 


est  nulle,  d'après  ce  qui  précède.  iJe  même,  si  la  frontière  G  du 
domaine  D  est  composée  des  courbes  simples  G,,  G;^,  . . .,  Gy,,  et  si 
l'on  pose 

J'  f{x)  dx  =  j  f(x)dx  -+-  j  f{x)  dx  -T- .  .  .-h  I  /(  x)dx^ 
c  »^c,  ^(;,  »^c^ 

on  a 

f{x)  dx  =  o 


L 


l'intégrale  étant  prise  sur  chaque  contour  G/  parcouru  dans  le  sens 
positif  ('). 

On  déduit  de  là  la  formule  fondamentale  de  Gauchy 

f{z)dz^ 


■«"-iXS 


X 


l'intégrale  est  étendue  au  contour  total  G  et  prise  dans  le  sens 
positif.  G'est  cette  formule  qui  jouera  un  rôle  essentiel  dans  les 
Ghapitres  suivants.  Lorsqu'une  fonction y(5),  continue  sur  G,  est 
donnée,  la  formule  de  Gauchy  définit  une  fonction  holomorphe  à 
l'intérieur  de  G. 

Remarquons  tout  de  suite  que  la  valeur  du  second  membre 
est  zéro,  lorsque  le  point  x  est  à  l'extérieur  de  D  :  nous  rencontrons 
ainsi  dès  le  début  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,    une 

(*)  11  suffit,  pour  l'exactitude  du  théorème,  que  f{x)  soit  holomorphe  dans 
le  domaine  ouvert  et  continue  dans  le  domaine  fermé.  Kn  ellet,  s'il  en  est  ainsi, 
remplaçons  chaque  contour  C,  par  un  contour  voisin  C'.  Toisin  de  C,  et  intérieur 
au  domaine;   nous  obtiendrons  une  nouvelle  frontière  C  remplaçant   C  et  pour 

laquelle  on  a  évidemment  /  f{x)dx=  o.  Or  chaque  terme  /  f{x)dx  peut 
être  rendu  aussi  voisin  qu'on  veut  du  terme  /  f{x)dx,  donc  /  /{x)  dx 
peut    être    rendu    aussi    voisin    qu'on   veut    de    /  f{x)dx.    Il    en    résulte   que 

f  f{x)  dx  =  o. 
Je. 


lO  CHAPITRli    I. 

expression  analytique  qui  représente  deux  fonctions  holomorphes 
différentes  f{x)  et  zéro  dans  deux  domaines  différents;  cette 
remarque  sera  pour  nous  très  importante. 

On  déduit  de  la  formule  de  Cauchj  l'expression 

f{z)dz 


de  la  dérivée  /i'^"'*^  de  la  fonction  f{x).  en  sorte  que  l'existence 
des  dérivées  de  tous  les  ordres  pour  la  fonction  f{x)  est  une 
conséquence  de  l'existence  de  la  dérivée  première.  Si  M  est  une 
limite  supérieure  du  module  àe  f{z)  dans  D  et  R  la  dislance  du 
point  X  à  la  frontière  C,  la  formule  précédente  conduit  à  l'inégalité 
fondamentale 


n\ 


Soit  a  un  point  du  domaine  ouvert  D  et  R  la  distance  de  ce 
point  à  la  frontière  G;  on  déduit  de  la  formule  de  Cauchy  le  déve- 
loppement en  série  de  Taylor 

valable  pour  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  de  centre  a  et  de 
rayon  R.  Il  résulte  de  l'inégalité  rappelée  plus  haut  que  les 
modules  des  coefficients  des  puissances  de  x  —  a  dans  cette  série 
sonl  inférieurs  aux  coefficients  du  développement  de  la  fonction 

M 


I 


X 


K 
en  série  de  Taylor. 

Plus  généralement,  si  une  fonction /(j*)  est  holomorphe  dans 

une  couronne  circulaire  de  centre  a,  on  peut  la  représenter  par 

le  développement  de  Laurent 


n  =  l 


k„  et  H,/  sont  des  constantes;  en  particulier,  si  f{x)  est  holo- 
morphe dans  un  cercle  de  centre  a,  sauf  au  point  a,  le  développe- 
ment est  \;«l:ihlc  dans  tout  le  cercle,  sauf  au  point  a. 
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Points  singuliers.  —  Si  une  ïoncùow  f(x)  cesse  d'être  liolo- 
morphe  en  un  point  c/,  ce  poliii  est  appelé  un  /xiint  sin^nilict  de 
la  fonction;  les  points  de  la  n'-^ion  dans  lacjuelle  f{x)  est  liolo- 
morplie  sont  les  points  r<''<j;ali(irs  :  clia(pie  point  régulier  est  le 
centre  d'un  cercle  dans  lequel  la  fonction  est  holoinorplie.  Un 
point  singulier  a  est  isolé  si,  dans  un  cercle  de  centre  a,  il  n'y 
a  pas  d'autre  point  singulier.  On  peut,  dans  ce  cas,  développer 
/(^)  en  série  de  Laurent,  autour  du  point  a;  la  partie  du  dévelop- 
pement qui  contient  les  puissances  négatives  de  x  —  a  s'appelle 
\di  partie  principale  du  point  singulier.  Si  cette  partie  principale 
contient  un  nombre  finiy^  de  termes,  on  a 

f{x)  z=z 1- -h.  .  .^-  '- h  (^{x  —  a), 

''  X  —  a        {x  —  a)-  {^  —  et,)!' 

^{x  —  a)  désignant  une  série  entière  en  ./  —  «,  et  le  point  a  est 
un  pôle  d'ordre  p.  Le  module  de  /  augmente  indéfiniment 
lorsque  x  tend  vers  «,  mais  le  produit  [x  —  a)P j'{x)  tend  vers 

une  limite  finie.  La  fonction  -.  est  régulière  au  point  «,  qui  est 

pour  elle  un  zéro  d'ordre  p.  Lhie  fonction  qui  n'a,  dans  un 
domaine  fermé,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  est  dite 
méromorphe  dans  ce  domaine;  le  nombre  des  pôles  est  limité, 
sinon  ces  points  auraient  un  point  limite  qui  serait  nécessairement 
singulier  et  ne  pourrait  être  un  pôle,  puisque,  d'après  sa  défini- 
tion même,  un  pôle  est  un  point  singulier  isolé. 

Si  les  termes  à  exposants  négatifs  sont  en  nombre  illimité,  on  a 
wn  point  essentiel  isolé.  L'indétermination  de  la  fonction  est  com- 
plète autour  de  ce  point,  la  fonction  s'approche  autant  qu'on  le 
veut  de  tout  nombre  donné  fini  ou  infini;  il  y  a  plus,  on  doit  à 
M.  Picard  la  proposition  suivante  :  Soit  a  un  point  singulier 
essentiel  isolé  (^),  la  fonction  f{x)  prend  une  infinité  de  fois 
dans  tout  cercle  de  centre  «,  toute  valeur  finie  ou  infinie  sauf 
deux  valeurs  exceptionnelles  au  plus.  Si  a  est  un  point  essentiel 

pour  y,  c'est  un  point  essentiel  pour  -:• 


(')  Il  suffit  que  a  ne  soit  pas  point  limite  de  points  singuliers  essentiels  mais  il 
peut  y  avoir  une  infinité  de  pôles  dans  le  voisinage  de  «;  il  s'agit,  bien  entendu, 
d'une  fonction  f{x)  qui  a,  en  chaque  point  autour  de  a,  une  valeur  iléterminoe 
et  est  holomorphe  sauf  en  a  et  aux  pôles. 
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Les  points  singuliers  non  isolés  peuvent  former  des  ensembles 
parfaits  quelconques,  comprendre  des  lignes  (coupures),  des  por- 
tions du  plan  (espaces  lacunaires). 

Enfin,  pour  étudier  la  fonction /(:r)  au  point  à  l'infini,  lorsque 
cette  fonction  est  définie  pour  des  valeurs  de  x  voisines   de  ce 

point,  on  pose  x  =  — ?  et  on  étudie  la  fonction  /(—  )'  dans  le  voi- 
sinage de  zéro.  Le  point  à  l'infini  est,  par  exemple,  un  pôle  ou  un 
point  essentiel  isolé  pour  j\x)^  si  le  point  o  est  un  pôle  ou  un 

point  essentiel  isolé  pour  /(  —  )• 

Résidus.  —  Soit  a  un  point  singulier  isolé,  et  y  une  circonfé- 
rence de  centre  a,  ne  contenant  aucun  autre  point  singulier 
de  f{x)\  on  a 

B,   étant  le  coefficient  de  dans  la  série  de  Laurent  (*).  Ce 

X  —  a  ^    ^ 

nombre  B|  est  le  résidu  de  la  fonctiony(jc)  relatif  au  point  a. 

Supposons  que  la  fonction  f{x)   n'ait   qu'un   nombre    fini  de  j 

points  singuliers  à  1  intérieur  du  domaine  D,  limité  par  la  courbe  C  ;  ■ 

on  a  I 

1 


I 


-^  ff(x)dx=yB,, 


la  somme  du  second  membre  est  étendue  aux  résidus  des  points 
singuliers  contenus  dans  D;  cette  formule  constitue  le  théorème 
des  résidus. 

Prolongement  (inaiytique.  —  En  un  point  a  où  une  fonction 
est  holomorphe,  on  peut  représenter  cette  fonction  par  la  somme 
d'une  série  entière  a^(.Z"  —  a);  cette  série  converge  à  Tintérieur 
d'un  cercle  y  de  centre  a.  Soit  h  un  point  intérieur  de  ce  cercle, 
ou  peut  représenter  la  fonction  par  la  somme  d'une  série  entière 
^ïl{x — b)  (jui  est  certainement  convergente  dans  le  cercle  de 
centre  />,  langent  à  y  intérieurement,  mais  cette  série  peut  con- 


(*)  Lorsque  le  sens  d'intégration   ncsl   pas  indiqué,  c'est  qu'il  s'agit  du   sens 
positif. 


TIIÉORKMKS   GKNÉHAl  X    SUR    LES    FONCTIONS   ANALYTIQIFS.  l3 

verger  eu  des  points  extérieurs  à  ce  cercle;  soit  v,  le  cercle  de 
convergence  de  CtY.x-  —  />),  si  y,  contient  des  points  extérieurs  à  *', 
on  pourra  en  choisir  un  c,  situé  ;"i  l'intérieur  de  v,  et  définir  une 
nouvelle  série  entière  ^iC(x  —  c),  etc.  On  peut  calculer  ainsi  de 
proche  en  proche  la  valeur  de  /(/)  eu  chacun  des  points  qu'on 
peut  atteindre  par  ce  procédé  qu'on  appelle  le  ///olofif^e/nenl  ana- 
lytique. Si  une  fonction  est  holouiorplie  dans  un  domaine  D,  on 
pourra  ainsi,  en  parlant  de  l'un  des  points  du  domaine,  atteindre 
tous  les  autres  (').  C'est  celte  remarque  qui  est  le  point  de  départ 
de  la  notion  de  fonction  analytique  au  sens  de  W  eierstrass  et  de 
M.  JVléray. 

Soit  ^^{x  —  a)  une  série  dont  le  rayon  de  convergence  n'est  ni 
nul  ni  infini,  et  soit  A  l'ensemble  des  points  du  plan  qu'on  peut 
atteindre  par  le  prolongement  analytique,  la  fonction  /(x)  ainsi 
déiinie  dans  la  région  A  sera  appelée  une  fonction  analytique 
et  nous  dirons  que  A  est  le  domaine  naturel  d'existence  de  cette 
fonction;  ^^{x  —  a)  est  i\\\  élément  de  celte  fonction  analytique. 
La  fonction  est  uniforme  si,  quel  que  soit  le  chemin  tracé  dans  A 
et  allant  àeakx^  on  obtient  toujours  la  même  valeur  ^our  f(x)\ 
elle  est  multiforme  dans  le  cas  contraire.  Si  deux  chemins  diU'é- 
rents  conduisent  à  des  valeurs  diflerentes  de  ./(r),  la  fonction 
n'est  pas  holomorphe  dans  le  domaine  limité  par  ces  deux  che- 
mins; ce  domaine  contient  des  points  singuliers  :  s'il  y  a  un  point 
singulier  unique,  on  l'appelle  un  point  critique.  L'ensemble  A  est 
d'un  seul  tenant  d'après  sa  définition  même;  les  points  frontières 
de  A  soîit  les  points  singuliers  de  la  fonction.  Si  la  fonction  est 
uniforme,  l'ensemble  de  ces  points  singuliers  est  fermé.  En  elVet, 
soit  Po  un  point  limite  de  points  singuliers;  si  ce  {)uint  était 
régulier,  la  fonction /(:;)  serait  holomorphe  dans  un  cercle  de 
centre  P,,,  et  il  n'y  aurait  pas  de  point  singulier  dans  le  voisinage 
dePo. 


(')  En  eiïet,  parlons  de  a  et  traçons  une  courbe  simple  située  iluns  le  domaine 
ouvert  D  et  allant  du  point  a  au  point  x.  Les  rayons  de  convergence  relatifs  aux 
diiïérents  points  de  la  ligne  ont  un  minimum  positif  qui  est  égal  au  aiinimum 
de  la  dislance  d'un  point  de  la  courbe  à  la  frontière  de  D.  Les  cercles  de  conver- 
gence, relatifs  à  chaque  point  de  la  courbe,  ayant  des  rayons  supérieurs  à  un 
nombre  fixe,  cela  suffit  pour  affirmer  qu'on  ira  île  a  on  x  par  un  muiibre  fini 
d'opérations. 
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On  appelle  expression  analytique  toute  expression  composée 
à  partir  de  la  variable  x  et  de  constantes  par  des  additions,  des 
multiplications,  des  divisions  et  des  passages  à  la  limite,  eflectués 
un  nombre  fini  ou  dénombrable  de  fois  (').  Un  problème  impor- 
tant d'analyse  est  celui  de  l'étude  des  rapports  entre  les  fonctions 
analytiques  et  les  expressions  analytiques.  Dans  la  suite,  nous  nous 
occuperons,  à  peu  près  exclusivement,  des  rapports  qui  existent 
entre  une  fonction  analytique  et  l'expression  analytique  particu- 
lière constituée  par  une  série  convergente  de  polynômes  en  x. 

Représentation  conforme.  —  Soit  f{x)  une  fonction  holo- 
morphe  dans  un  domaine  d\  faisons  correspondre  à  chaque  point  x 
de  d  le  point  X  défini  par  l'égalité 

X=/(^). 

Lorsque  x  parcourt  <:/,  X  parcourt  une  portion  du  plan  D  qui 
peut  se  recouvrir  :  cette  correspondance  conserve  les  angles. 
Soient  d  et  D  deux  domaines  ;  s'il  existe  une  fonction  holo- 
morj)lie  f{x)  qui,  à  chaque  point  x  de  r/,  fait  correspondre  un 
point  X  de  D  et  réciproquement  à  chaque  point  X  de  D  fait 
correspondre  \\\\  point  x  unique  de  <:/,  on  dit  qu'on  a  etlectué 
une  représentation  conforme  des  domaines  d  et  D  l'un  sur 
l'aulrc;  dans  ce  cas,  la  fonction  inverse  de/(^), 

x  =  (p(X), 

esl  holomorpliP  dans  1). 

La  représentation  conforme  de  d  sur  D  n'est  pas  possible  en 
général  dans  le  cas  où  les  deux  domaines  sont  limités  par  un 
même  nombre  de  contours;  mais  on  peut  toujours  efiectuer  une 
représentation  conforme  pour  deux  domaines  d  et  D,  simplement 
connexes,  ou  (k'ux  domaines  d  et  D,  limités  chacun  par  deux 
contours. 

Soil  d  un  domaine  simplement  connexe  limité  par  le  contour  C; 
il  existe  une  fonction  f{x)^  holomorphc  dans  <^/,  qui  représente 
le  domaine  d  sur  un  cercle  arbitraire  •',  de  manière  que  le  centre 
du    ((uclc    corresponde    à    un    point    arbitrairement    choisi    dans 


(')  L'inlégralioii  dcfinie,  la  s<»iinualion  des  stries,  et  même  la  division  peuvent 
(Irc  consiilcroes  comme  des  passages  à  la  limilo. 
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l'intérieur  de  d  et  que,  à  un  point  de  la  circonférence  de  *^  corres- 
ponde un  point  arbitrairement  choisi  sur  C.  Enfin,  si  l:i  courbe  C 
est  formée  d'un  seul  arc  de  courbe  régulier  et  analytique,  la 
fonction  f{x)  est  holomorphe  dans  un  domaine  d%  comprenant  d 
à  son  intérieur;  ce  domaine  d'  peutclre  représenté  sur  un  cercle  v' 
concentrique  et  extérieur  à  y  (*).  JJeux  domaines  d  et  D,  sim[)le- 
ment  connexes,  peuvent  être  représentés  d'une  manière  conforme 
l'un  sur  l'autre,  puisqu'on  peut  représenter  chacun  d'eux  sur  le 
cercle  y. 

Les  séries  de  fonctions  analytiques. 

Soient  Wi(:r),  .  .  . ,  iin{x)^  .  .  .  des  fonctions  holomorphes  dans 
un  domaine  D  en  chaque  point  duquel  la  série 

U\{x)  -h  Ui{x)  -\- . .  .-\-  Uii{^)  -f-.  •  • 

est  convergente  et  a  pour  somme  f{oc).  La  suite  formée  par  les 
sommes  de  i ,  2,  3,  . . . ,  /i,  . . .  termes  de  cette  série  est  une  suite 
de  fonctions  holomorphes  dans  D, 

fn{^)  =  "l(^)  +  U-ii^x)  +.  .  ,-\-  Un{x), 

et  cette  suite  a  pour  limite  f{x)]  nous  dirons  que  c'est  une  suite 
convergente. 

Les  deux  notions  de  série  convergente  et  de  suite  convergente 
se  ramènent  immédiatement  l'un  à  l'autre;  si  Ton  donne  la 
série  Un{oc)^  la  suite  des/«(^)  est  aussitôt  formée;  réciproque- 
ment, si  l'on  se  donne  la  suite  des//^(^),  il  lui  correspond  la  série 

Nous  emploierons  donc  indifféremment  les  deux  expressions  de 
série  et  de  suite. 

Nous  dirons  que  la  convergence  est  uniforme  dans  un 
domaine  D,  pour  la  série  ou  la  suite,  lorsque    à   chaque  nombre 


(')  Pour  la  démoDstration,  voir  par  exemple  le    Cours  d'Analyse  de  M.   Pi- 
card, t.  II,  2"  édition,  p.  3oi. 
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positif  £  correspond  un  entier  p^  tel  que  pour  n^ p 

\f{x)—fnix)\<t, 

quel  que  soit  x  dans  D;   en  d'autres  termes,  le  reste  de  la  série  a 
un  module  inférieur  à  s,  lorsqu'on  prend  plus  de  p  termes  dans  la 
série  et  ce  résultat  ne  dépend  pas  de  la  position  de  x  ('). 
On  doit  à  Weierstrass  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Si  une  série  de  fonctions  Iwlotnorplies  dans  un  domaine 
fermé  D  converge  uniformément  sur  le  contour  simple  C  limi- 
tant ce  domaine,  elle  converge  uniformément  dans  le  domaine 
fermé  et  la  somme  de  cette  série  est  une  fonction  holomorphe 
dans  le  domaine  ouvert. 

Étant  donne  £,  on  peut  trouver/?  tel  que  pour  n  >/?  on  ait 

\fn^,,{z)-f„{z)\<Z 

pour  tout  point  z  du  contour,  puisque  la  série  converge  uniformé- 
ment sur  G;  or,  si  x  est  dans  D,  on  a 

I  fn^,{x)  -fnix)  !  ^\fn-^r,{z)  -  fn{z)  \  <  e, 

car  le  maximum  du  module  d'une  fonction  holomorphe  dans  un 


(')  Ou  (iil  (}iie  la  convergence  est  uniforty^e  simple  si  à  chaque  nombre  e  on 
peut  faire  correspondre  un  nombre  n  pour  lequel  rinégalité  ait  lieu.  La  conver- 
gence uniforme  simple  suffit  pour  la  démonstration  de  la  plupart  des  théorèmes 
qui  suivent.  On  peut  d'ailleurs  facilement  ramener  ee  second  cas  au  premier.  En 

eiïet,  au  nombre  —  ( /;  entier),  correspond  un  nombre  /i    tel  que 

|/(x)-/„^,(a;)|<-^, 

Jr 

et  l'un  peut  supposer  que  les  n  ne  décroissent  pas,  lorsque  p  croil,  du  moins 
si  îiucuiic  des  fonctions  /„(x)  n'est  identique  à/(ar);  la  suite 

fnAx),  //,,(.r),  ....  fni,{x), 

converge  uiiifurmcincnt  dans  D  vers  la  limite /(x),  c'est  une  suite  extraite  de  la 
suite /„(x);  on  l'obtient  en  remplaçant  la  série  proposée  par  une  nouvelle  série 
obtenue  en  groupant  les  n^  premiers  termes,  les  /î, —  /i,  suivants,  etc.  Donc,  si 
une  série  possède  la  convergence  uniforme  siniplc,  il  suffit  de  grouper  convena- 
blement des  termes  consécutifs  pour  la  transfo.uier  en  une  série  dont  la  conver- 
gence est  uniforme  au  sons  habituel. 


« 
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domaine  est  atteint  en  un  \xnni  dii  contour  (•;;  il  résulte  de  là 
que  la  série  converge  uniformément  dans  le  domaine  fermé  D, 
vers  une  fonction  f{x).  Soit  I),  un  doniaine  intérieur  à  ])  et 
limité  par  une  courbe  G,  sans  point  commun  avec  G;  la  plus 
courte  dislance  de  G  et  de  G,  sera  un  nombre  positif  o.  f)n  n 
dans  D, 

/,.(.)=  _4-  f  faille. 
Soit  cp(x)  la  fonction  liolomorplie  dans  D,  représentée  par 

_^   r  f{z)dz^ 

■2  171  J„        Z  —  X     ' 

,(.)-/„(.)  =  4,_|[/li2^Ail2l., 

'm 

or,  pour  n^ p,  on  a 

et,  X  étant  dans  le  domaine  D,,  le  module  de  r  —  .r  n'est  pas 
inférieur  à  o,  donc 

L  désignant  la  longueur  de  G,  ;  donc //^(^)  a  pour  limite  '■^{jc)^ 
c'est-à-dire  que  /{^)  =  '^(x)  est  analytique  dans  D< . 

On  peut  ajouter  que  les  séries  formées  par  les  dérivées  de  même 
ordre  des  termes  de  la  première  convergent  uniformément  dans  le 
domaine  ouvert  D  et  ont  pour  sommes  les  dérivées  correspon- 
dantes de  la  fonction  /(^)  (-). 

11   suffît  évidemment  de    démontrer   que  f'^^x)    est    la   limite 


(')  Soit,  en  eflet,  I''(^)  une  fonction  holoniorphe  clans  le  clotnaine  fermé  D 
dont  la  frontière  est  C;  la  partie  réelle  do  la  fonction  loj;F(x)  est  log  |  F(wt*)  | 
qui  est  une  fonction  harmonique  et  continue  dans  le  domaine  D'  obtenu  en 
excluant  de  D  les  points  intérieurs  à  des  cercles  dont  les  centres  sont  les  zéms 
de  P{x)  et  les  rayons  arbitrairement  petits.  Le  maximum  de  cette  fonction 
harmonique  a  lieu  en  un  point  de  la  frontière  de  D'  qui  sera  certainement  un 
point  de  C  si  les  rayons  des  cercles  sont  assez  voisins  de  zéro.  Le  niuilule 
de  F{x)  sera  maximum  au  même  point. 

(-)  Par  l'expression  converger  uniformément  dans  un  domaine  ouvert  D, 
nous  entendons  converger  uniformément  dans  tout  domaine  D,  intérieur  à  D. 

M.  -2 
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àe  fl^\x)  lorsque  n  croît  indéfînimenl  ;  or 

et,  par  suite, 

l/^(^)-/;t(^)I<^^4^  pour  n>p- 

donc/*(^)  — fn{^)  tend  uniformément  vers  zéro  dans  D,. 

Nous  démontrerons  la  proposition  plus  générale  suivante  :  Si 
une  servie  de  fonctions  holoniorphes  dans  un  domaine  ouvert  D 
et  continues  dans  le  domaine  fermé  13,  converge  sur  le  con- 
tour G  qui  limite  le  domaine  et  si  les  modules  des  sommes  f^i^z) 
restent^  quel  que  soit  /i,  bornés  sur  ce  contour,  l<x  série  con- 
verge uniformément  dans  le  domaine  ouvert  D  et  a,  par  con- 
séquent^ pour  somme  une  fonction  holomorphe . 

La  démonstration  repose  sur  l'extension  au  domaine  complexe 
d'un  théorème  de  M.  Lebesgue.  Soienty4(^),  .  .  .,f,i{z),  .  .  .  une 
suite  de  fonctions  intégrables  et  bornées  sur  un  arc  de  courbe 
simple  c  et  convergeant  vers  une  fonction  f{z)  sur  cet  arc,  la 
fonctiony(-3)  est  intégrable  sur  c  et  l'on  a 


ff(z)dz  =  Um    ffn{z)dz     (1). 


(')  Soient  ^(5)  et  t, (s)  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  c  en  fonction  de  la  longueur  s  de  l'arc,  supposons  que  ce  point  (^,  t,  ) 
décrive  c  lorsque  s  varie  de  zéro  à  /;  soit  encore 

/„(^)  =  P„(ç,-0+t'Q„(ç.T.), 

les  P„  et  Q„  sont  bornés  en   valeur   absolue  comme  |/„(^)  [  et  ont  des  limites 
P(Ç.T.)  et  q{\,r,).  Or 


ds 


et 


dr, 
ds 


ne 


les   P„  et  Q„  sont   bornés   en    valeur   absolue;   d'autre   part 

dépassent  pas  i,  donc  les  fonctions  placées  sous  le  signe   /  ,  au  second  membre, 
sont  bornées,  quel  (juc  soit  /i,  en  module  et  ont  respectivement  pour  limites 

ds        ^  ds  ds        ^  ds 

Les  intégrales  ont  donc  pour  limites  les  intégrales  des  fonctions  limites  (H.  Lebksgue, 
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Appliquons  ce  résultat  aux  foncliuus  -L^^—^,  où  Jniz)  est  la  fonc- 
tion définie  dans  l'énoncé;  x  est  situé  dans  D,,  limité  par  le  con- 
tour G,;   les  fiii^z)  sont  bornés   sur  C,  donc  dans  D,   et  comme 

\z  —  :r  I  >>  0  les  quotients  ^ — -  sont  bornés  dans  D,  ;  donc  on  a, 
si  f{z)  est  la  limite  de/«(z), 

I         Cfiz)dz  I  rfr,{z)dz  ..  -^ 

—T-    I   =  lun  —^    / =   hm  fn(x): 

'•1  «M 

donc  la  suite  /n(^)  est  convergente  dans  D,  et  la  fonction  limite 

-^  ^     '        •iir.J,.     Z  —  X 

est  holomorphe  dans  D<. 

Lorsque  des  fonctions  fn{x)  convergent  sur  le  contour  C  sans 
que  leurs  modules  soient  bornés  dans  leur  ensemble,  le  résultat 
n'est  plus  exact  :  on  peut,  par  exemple,  construire  une  suite  de 
polynômes  en  x^  convergeant  sur  C  sans  converger  à  l'intérieur; 
on  peut,  par  contre,  construire  une  suite  de  polynômes  con- 
vergeant dans  D  et  sur  G  sans  que  ces  polynômes  soient  bornés 
sur  G  (*).  On  ne  connaît  pas  les  conditions  auxquelles  doit  être 
assujettie  la  convergence  d'une  suite  y,,(:y)  sur  G  pour  entraîner 
la  convergence  dans  D. 

Leçons  sur  l'intégration,  p.  ii4) 

d'où,  en  remarquant  que 

ff{z)dz--=  lim     ff„{z)dz. 

(1)  Voir  P.  Montp:l,  Sur  les  suites  infinies  de  fonctions  {Annales  de  l'Kcolc 
Normale,  3"  série,  t.  XXIV,  1907,  p.  3ii). 
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Les  théorèmes  précédenls  s'appliquent  à  tout  domaine  à  condi- 
tion d'entendre  par  C  la  frontière  complète  du  domaine. 

Du  théorème  de  Weierstrass,  il  résulte  qu'une  série  de  fonc- 
tions holomorphes  dans  un  domaine  D  ne  peut  converger  unifor- 
mément que  dans  un  domaine  simplement  connexe,  contenu 
dans  D,  puisque  la  convergence  uniforme  sur  un  contour  fermé  a 
pour  conséquence  la  convergence  uniforme  à  l'intérieur  de  ce 
contour.  Une  fonction  analytique  possédant  des  points  sin- 
guliers dans  D  ne  pourra^  en  généraL  être  représentée  par  la 
somme  d'une  série  de  fonctions  holomorphes  dans  D,  de  poly- 
nômes^ par  exemple,  qui  convergerait  en  tous  ses  points  régu- 
liers. Il  faudra^  pour  représenter  la  fonction,  soit  introduire 
des  séries  de  fonctions  fn{x)  possédant,  elles  aussi,  des  points 
singuliers  dans  D,  par  exemple  des  fractions  rationnelles,  soit 
abandonner  la  condition  d'uniformité  de  la  convergence. 

Les  familles  de  fonctions  holomorphes  bornées. 

Si  des  fonctions /,/(^)  liolomorphes  dans  un  domaine  D,  dans 
lequel  leurs  modules  sont  inférieurs  à  un  nombre  fixe  indépendant 
de  /i,  forment  une  suite  convergente  dans  D,  la  fonction  limite /(.r) 
est  holomorplie  dans  D  et  la  convergence  est  uniforme  :  c'est  une 
conséquence  immédiate  de  la  proposition  démontrée  plus  haut. 
Mais  il  y  a  plus,  et  la  convergence  en  une  infinité  de  points  du 
domaine  suffit  à  assurer  la  convergence  uniforme  dans  tout  le 
domaine.  Stielljes  avait  déjà  démontré  en  1894  (')  que  la  conver- 
gence uniforme,  dans  une  aire  contenue  dans  D,  si  petite  soit-elle, 
entraîne  la  convergence  à  l'intérieur  du  domaine.  JNous  démontre- 
rons (juc  si  une  suite  de  fonctions  holomorphes  dont  les  modules 
sont  bornés  dans  un  domaine  connexe  D  converge  en  une  infi- 
nité de  points  de  ce  domaine  ayant  au  moins  un  point  limite  V 
intérieur  à  D,  cette  suite  converge  uniformément  en  tous  les 
points  du  domaine  ouvert  D. 

\  A\  dénioMsh  alion  va  résulter  d'une  proposition  générale  relative 


(')  Srii'LTJKS,  /kc/icrchcs  sur  les  fractions  confinues  {Annales  de  la  Faculté 
(le  Toulouse,  t.  VIII.  189^)  et  Corres/wnrlance  d' //ermite  et  de  Stieltjes,  t.  II, 
IcUrPS  11""  :!!)',)  cl    lOO. 
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aux  familles  de  lunctions  liolomorpFics  à  ino(Jiiles  i)ornés  et  dont 
je  donne  plus  loin  la  démonstration  :  imaginons  qu'on  ait  une 
famille  de  fonctions  régulières  dans  un  domaine  D  et  supposons 
que  le  module  de  chacune  de  ces  fonctions  ne  dépasse  jamais 
un  nombre  fixe,  le  même  pour  toutes  les  fonctions  de  la  famille; 
dans  ces  conditions,  de  toute  suite  infinie  de  fonctions  de  la 
famille,  on  peut  extraire  une  suite  nouvelle  convergeant  uniformé- 
ment dans  le  domaine  ouvert  D  vers  une  fonction  limite  nécessai- 
rement analytique. 

Supposons  donc  qu'une  suite  de  fonctions 

bornées  en  module,  dans  le  domaine  D  où  elles  sont  régulières, 
convergent  pour  une  infinité  de  points  ayant  au  moins  un  point 
limite  P  intérieur  à  D. 

De  la  suite  f,i{x)^  on  peut  extraire  une  nouvelle  suite 

qui  converge  uniformément  dans  D  vers  une  fonction  analytique; 
je  peux  de  même,  de  toute  suite  infinie  de  fonctions  tirée  de  la 
suite/,i(^),  extraire  une  suite  nouvelle  convergeant  uniformément 
dans  D.  Toutes  ces  suites  convergentes  ont  les  mêmes  valeurs 
limites  aux  points  où  la  swïle,  fn{x)  converge;  il  en  résulte  que 
leurs  fonctions  limites,  qui  sont  holomorplies  dans  D,  sont  égales 
au  point  P  et  que  toutes  leurs  dérivées  de  même  ordre  sont  aussi 
égales  en  P.  Ces  fonctions  sont  donc  identiques,  puisqu'elles  ont 
le  même  élément  au  point  P.  Il  résulte  de  là  que  la  suite  /,i{x) 
converge  uniformément  dans  le  domaine  ouvert  D  vers  cette  fonc- 
tion limite  communey(\r)  :  car  s'il  en  était  autrement,  il  existerait 
un  nombre  s  et  une  infinité  de  fonctions, 

extraites  de  la  suite /„(j;)  et  telles  que  pour  chacune  d'elles  y],^^(j:), 
il  j  ait  au  moins  un  point  ('),  intérieur  au  domaine  D,  intérieur 
à  D,  pour  lequel 

i/(^)-/7.(^)l>- 


(')  El  par  couséquent  un  petit  domaine  entourant  ce  point,  puisque/,/,/,,  sont 
continues. 
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dans  ces  conditions,  il  serait  impossible  d'extraire  de  la  suite /"^^ (a?) 
une  suite  nouvelle  convergeant  uniformément  vers  y(a:)  dans  le  do- 
maine Di,  ce  que  nous  ne  pouvons  admettre.  Donc  la  suitey„(^) 
converge  uniformément  dans  tout  domaine  intérieur  à  D. 

J'ai  réservé  la  démonstration  de  la  proposition  fondamentale 
relative  aux  fonctions  bornées,  proposition  que  nous  auions  sou- 
vent à  utiliser  ('  ). 

Soit  donc  une  famille  de  fonctions  bolomorphes  dont  le  module 
ne, dépasse  pas  M  pour  tous  les  points  de  D;  nous  voulons  démon- 
trer qu'o/i  peut  former  avec  les  fonctions  de  cette  famille^  une 
suite  infinie  convergeant  uniformément  dans  D. 

Supposons  d'abord  que  le  domaine  D  soit  un  cercle  de  rayon  R 
et  soit  D'  un  cercle  concentrique  de  rayon  p  <<  R.  Dans  ce  cercle, 
chaque  fonction  de  la  famille  est  développable  en  série  entière. 
Choisissons  une  suite  infinie  quelconque  de  fonctions  de  cette 
famille,  soit 

la  suite  considérée. 

On  a,  pour  la  fonction/^ (a?)  et  dans  le  cercle  D', 

fn{x)  =  a'^  -^  a'{ X  -^ . . .  -^  a'I^xP -^  . . . , 
avec 

d'après   l'inégalité   fondamentale  relative   aux   coefficients   de   la 
série  de  Taylor. 


(')  Celle  proposition  joue  pour  les  familles  de  fondions  analytiques  bornées 
en  module  dans  un  domaine,  un  rôle  équivalent  à  celui  que  remplit  pour  les 
familles  de  fonctions  es^alement  continues,  la  proposition  analogue  de  M.  Arzelà. 
Cette  dernière  a  été  utile,  en  particulier,  dans  la  démonstration  de  M.  Hilbert 
du  principe  de  Dirichlet  et  dans  les  recherches  de  M.  Lebesgue  sur  le  problème 
de  Plateau.  Tout  récemment,  le  théorème  relatif  aux  fonctions  analytiques  a 
été  employé  par  M.  Kœbe  dans  ses  travaux  sur  l'uniformisation  des  fonctions 
et  par  M.  Hilbert  dans  une  Noie  sur  les  équations  intégrales.  D'ailleurs,  des 
fonctions  bornées  en  module  sont  également  continues,  c'est-à-dire  qu'à  chaque 
nombre  £,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  a  tel  que  la  différence 
/{x) — /{x')  ait  un  module  inférieur  à  e,  (|uellc  que  soit  la  fonction  f{x) 
de  la  famille,  pourvu  i\\ic  la  distance  des  deux  points  x  et  x'  intérieurs  à  D  ne 
dépasse  pas  a. 
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Si  l'on  pose 
on  aura,  pour  tout  point  x  dans  D', 


et  le  second  membre  sera  inférieur  à  s  ;  si  l'on  prend  p  assez  grand  ; 
on  aura  alors,  quel  que  soit  n  et  quel  que  soit  x  dans  D', 

ir;;(^)I<^, 

p  étant  supérieur  à  un  nombre /?o,  indépendant  de  n. 

Considérons  maintenant  l'ensemble  des  coefficients  a'';  je  dis 
qu'on  peut  trouver  une  suite  de  nombres  entiers  croissants  /i|, 
TZo,  ...,  n^  ...,  tels  que  la  suite 

a?.»,     a"' a"7,      ... 


p   7        "'/)   > 


p 


ait  une  limite  finie  Ap  lorsque  q  croît  indéfiniment,  et  cela,  quelle 
que  soit  la  valeur  fixée  pour/». 

En  effet,  les  modules  des  termes  de  la  suite 

sont  inférieurs  à  M,    soit  Ao,   une    des    valeurs  limites    de    cette 
suite  (');  on  peut  donc,  de  la  suite  a'^,  extraire  une  suite 

(i)  <S    <s    <■',     ... 

convergeant  vers  Aq.  De  même  les  termes  de  la  suite 

^"l  yj^i  >7«l 

M 

sont,  en  module,  inférieurs  à  —  j  on    peut,    de    la    suite    des   «,, 

extraire  une  suite 

(2)  a?',     <%     a;'%     «'/%      .... 

(*)  Ed  d'autres  termes,  A^  est  un  point  limite  de  rcusemble  des  points  a'*. 
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convergeant  vers  une  limite  A,.  De  même,  de  la  suite 

2   '  2   '  2    '  2    5        •  •  •  •> 

on  peut  extraire  une  suite 

(3)  a^',     al\     al\     a?%      ..., 

ayant  pour  limite  Aj,  En  continuant  ainsi,  on  définit  une  suite 

de  nombres  entiers  croissants 

n\,     11-2,     .  • . ,     nq,     . . . , 
tels  que  la  suite 

ip)  «?',     «?,%     ...,     a'\     ... 

ait  pour  limite  un  nombre  A^,  j)our  toute  valeur  de  /?,  lorsque  q 
croît  indéfiniment.  En  effet,  pour/?:=o,  les  termes  delà  suite  (/?), 
ayant  été  choisis  parmi  ceux  de  la  suite  (i),  doivent  avoir  pour 
limite  Aq  ;  pour  /?  =  i ,  les  termes  de  la  suite  (/?)  ont  pour  limite  A, , 
puisqu'ils  font  partie  de  la  suite  (2),  et  ainsi  de  suite.  Considérons 
maintenant  la  série 

f{x)  =  A 0  -i-  A 1  :r  -T- .  .  .  H-  A;, a:/'  -h .  .  . , 
elle  est  convergente  dans  D';  on  a,  en  ellet, 

et  celte  inégalité  a  lieu  lorsque  p  est  supérieur  à  p^  pour  toute 
valeur  de  //.  (3n  a  donc,  en  posant 

R/,(r)  =  A,>+ixP-^^-^...-^A,,^nxP-^f'-^..., 

I  R/,(.r)  |5i  •;».£,  p>p^^. 

La  série  dont  les  coefficients  sont  \p  représente  donc  une  fonc- 
tion liolomorphc  dans  \c  cercle  D'  et,  par  conséquent,  dans  D, 
puisque  la  dt-lermination  des  A^,  ne  dépond  pas  de  0. 

Je  (lis  (pic  \;i  suite  des  fonctions 

a  j)our  limite /'(j:),  uniformément  dans  J3'. 


I 

I 
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Supposons  p  >/>o  ^'l  soit 

S/,(a7)   =  Ao -T-  Ai  X  -h .  .  .-h  Xp  3ri'. 

S"''(x)  converge  uniformémenl  vers  Sp{x),  djins  D',  puisque  les 
coefficients  du  premier  polynôme  ont  j)Our  limites  ceux  du  second  ; 
donc,  pour  q  assez  grand,  ou  aura 

|S,.(^)-S;''(:r)|<£, 
quel  que  soit  x  dans  D'.  D'ailleurs, 

I  ^pi^) -  f^;;(^)  I  <  I  R/>(^)  I  + 1  k;;(^)  I  <  3e, 

puisque  /?>*^oj  donc  comme 

on  aura 

I/(^)-A(^)I<4b 

si  ^  est  assez  grand. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  un  domaine  liuiité  par  un  ou 
plusieurs  contours;  faisons  déplacer  un  petit  cercle  de  rayon  o  de 
manière  que  son  centre  décrive  successivement  tous  les  contours 
limitant  D,  et  soit  D'  le  domaine,  unique  si  o  est  assez  petit, 
obtenu  en  supprimant  de  D  la  partie  de  ce  dernier  domaine  qui 
a  été  balayée  par  le  petit  cercle.  Autour  de  chaque  point  du  do- 
maine fermé  D',  traçons  un  cercle  ayant  ce  point  pour  centre  et 
tel  que  toutes  les  fonctions  soient  régulières  à  l'intérieur  et 
sur  la  circonférence  du  cercle.  Il  résulte  du  théorème  de  Borel- 
Lebesgue,  qu'on  peut  recouvrir  entièrement  D',  à  l'aide  d'un 
nombre  fini  A'  de  ces  cercles  :  soient  F,,  T,,  •..,  1a,  les  cercles 
conservés  et  y,  (x)^  . . .,  fn{x),  . . .,  une  suite  de  fonctions  prises 
dans  la  famille  considérée.  Je  puis  trouver  une  suite 

extraite  de  la  su'ile  fn{x)  et  qui  dans  F,,  converge  uniformément 
vers  une  fonction  limite;  de  la  suite  /i(^),  je  peux  extraire  une 
suite 
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qui  dans  Fo  converge  uniformément,  et  qui,  par  conséquent,  con- 
verge uniformément  dans  r<  et  fs,  on  peut  continuer  ainsi  et 
définir  une  suite /J(x),  extraite  de  la  suite /,'5''' (^),  qui  conver- 
gera uniformément  dans  F,,  F2,  ...,  F^,  c'est-à-dire  dans  D',  vers 
une  fonction  nécessairement  holomorphe. 

Donnons  maintenant  au  nombre  0  une  suite  de  valeurs  S,, 
Go,  ...,  0^,  ...  décroissant  jusqu'à  zéro  et  soient  D,,  D^,  ...,  D^,  ... 
les  domaines  D'  correspondants. 

On  peut  définir  une  suite /,[(.r),  extraite  de  la  suite  /«(^)  et 
qui  converge  dans  D,  ;  de  cette  suite /,J(;r)  on  peut  extraire  la 
suite  f'n{oc).  qui  converge  dans  DJ,,  ...;  de  la  suite  Z,"^"*  (^)  qui 
converge  dans  i3^_,  on  peut  extraire  la  suite  flX^c)  qui  converge, 
en  outre,  dans  D^..  La  suite 

converiie  dans  le  domaine  ouvert  D  et  uniformément  à  fintérieur 
de  D,  car  toutes  les  fonctions  de  cette  suite  appartiennent  k  f'^(x) 
quel  que  soit  /•,  au  moins  à  partir  de  la  (/■'*''°^),  et,  par  conséquent, 
la  suite  converge  dans  D^'. ,  quel  que  soit  /•. 

La  proposition  est  donc  établie.  Il  en  résulte,  évidemment,  que 
si  l'on  a  une  famille  de  fonctions  holomorphes  et  bornées  dans  le 
domaine  D,  de  toute  suite  infinie  de  fonctions  de  cette  famille,  on 
peut  extraire  une  suite  nouvelle  convergeant  uniformément  à  1  in- 
l(''rieur  de  D. 

Réciproquement,  si  une  famille  de  fonctions  analytiques 
dans  D  possi'dc  la  propriété  que^  de  toute  suite  infinie  de  ces 
fonctions  on  puisse  extraire  une  suite  nouvelle  ayant  une  fonc- 
tion limite,  le  module  de  toutes  ces  fonctions  reste  inférieur  à 
un  nond)rc  fixe,  dans  tout  domaine  intérieur  à  D. 

Soit  rj,  un  domaine  intérieur  à  D;  si  les  fonctions  de  la  famille 
if  onl  j);»s  leurs  modules  bornés  dans  le  domaine  fermé  D, ,  on  peut, 
([iicl  (jue  soit  l'entier/;,  trouver  une  fonction /'^(^r),  pour  laquelle 
on  ail,  en  un  |)oiiil  i\c  1),,  et  même  dans  un  petit  domaine  entou- 
rant vc  point. 

\fni-r)\>p. 

l^ar  hypothèse,  de  la  suite 
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ainsi  définie,   on    peut   extraire  une    suite   nou\elle    convergeant 
uniformément  dans  D,  vers  une  fonction  holomorp}ie/(j7),  soit 

cette  suite  convergente;  on  aura  pour  q  assez  grand 
d'où 

IA('^)I<I/'^)I  +  ^'; 

donc  f„  [x)  a,  quel  que  soit  q^  son  module  borné,  ce  qui  contredit 
l'iijpotlièse  qu'il  y  a  un  point  de  D,  où 

On  ne  peut  donc  pas  supposer  que  les  modules  des  fonctions  ne 
soient  pas  bornés  ('). 

Voici  une  conséquence  très  simple  du  théorème  sur  les  fonc- 
tions bornées  qui  nous  sera  utile.  Soity*(^,  x),  une  fonction  des 
deux  variables  t  et  x^  et  supposons  que  pour  chaque  valeur  réelle 
de  t  comprise  entre  o  et  i,  par  exemple,  la  fonction /(^,  x)  soit 
holomorphe  dans  un  domaine  D;  en  outre, 

\f{t,x)\<M, 

quel  que  soit  t  entre  o  et  i  el  x  dans  D;  dans  ces  conditions,  l'in- 
tégrale 

(i)  f  f{t,x)dt 

représente  une  fonction  holomorphe   de  x  dans   le  domaine    D; 
cette  intégrale  est,  en  effet,  pour  chaque  valeur  de  x,  la  limite  de 


(^)  On  peut  donner  au  théorème  sur  les  familles  de  fonctions  bornées  une  forme 
plus  générale;  s'il  existe  un   nombre  a  tel  que    pour  toute   fonction  f{x)  de  la 

famille  le  module  de/(^) — a  (ou  de  -  si  a  =  ^cj  reste   supérieur  à  un  nombre 

fixe  indépendant  de  /i,  on  pourra  former  avec  les  fonctions  de  la  famille,  une  suite 
convergeant  uniformément.  En  d'autres  termes,  si  l'ensemble  des  points  représen- 
tant les  valeurs  de  toutes  les  fonctions /(^)  n'est  pas  dense  dans  tout  le  plan,  la 
propriété  subsiste.  Pour  la  démonstration,  voir  Sur  tes  suites  injinies  de  /onc- 
tions (Annales  de  l'École  Normale,  3»  série,  t.  XXIV,  1907.  p.  309). 

Je  signale  aussi,  en  passant,  que   les  propositions  établies  dans  ce  paragraphe 
s'étendent  aisément  aux  fonctions  harmoniques. 
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la  suite  de  fonctions  liolomorplies 


fl 

et  ces  fonctions  sont  bornées  puisque 

|/.(^)|<M. 
Plus  généralement,  supposons  qu'on  ail 

f{t,x)  =  o{t,x)yf{t)\ 

C2(/,  x)  est  i)ornee  dans  D, 

|(p(^:r)|<M 

et  V(/)  une  fonction  qui  peut  devenir  infinie,  mais  qui  est  absolu- 
ment intégrable  :  en  d'autres  termes,    /    \\  {^t)\dt  d,  un  sens.  Dans 

ces  conditions,  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale  (i)  a  un  sens 
pour  chaque  valeur  de  :r  et  représente  une  fonction  holomorphe. 
Il  nous  suffira  de  le  montrer  pour  le  cas  où  V(^)  devient  infinie 
pour  une  seule  valeur  a  de  i  (  o  ^a^  i).  Par  hypothèse,  on  a  pour  n 


assez  grand 


/ 


«-»- 1 


1 
a 


£  étant  un  nombre  |)Ositif  arbitraire.  Soit 

1 

a 

cp„(.r)  =    /  f{t,  x)dx, 

on  a 

i_ 

\^n^x{x)  —  On{x)\<U    C  "         \\{t)\dt<\\z. 


I 

a 


donc  l'intégral.'     /    J\l^x)dx   a   un    sens;    elle    représente    une 

••0 

fonction  holomorphe,  puisque  c'est  la  limite  de  la  suite  uniformé- 
mcnl  convergente  des  ^n{x).  de  même  f  f(t,  x)dx  est  une 
fonction  holomorj)he  :  la  proposition  est  établie. 
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Enfin,  on  voit  facilement  (jue  les  résultats  précédents  sLil)sislenl 
si  la  fonction  /(^,  ^)  est  définie  pour  des  \aleurs  complexes  de  / 
et  si  rintégrale  est  étendue  à  un  arc  de*  courbe  rectifiable  tracée 
dans  la  région  du  plan  des  t  où  la  fonction  fit,  x)  est  définie  et 
vérifie  les  conditions  introduites  plus  haut. 

Les  séries  de  polynômes. 

Les  séries  de  polynômes  apparaissent  comme  une  généralisation 
naturelle  des  séries  de  puissances;  mais,  tandis  qu'une  série  de 
Taylor  converge  nécessairement  d'une  manière  uniforme  dans  son 
cercle  de  convergence,  une  série  de  polynômes  convergente  dans 
un  domaine  ne  converge  uniformément  que  dans  certaines  régions 
de  ce  domaine  et  la  somme  de  cette  série  peut  représenter  soit  une 
fonction  analytique,  soit  plusieurs  ou  même  une  infinité  de  fonc- 
tions analytiques  distinctes.  Par  exemple  si  la  convergence  est  uni- 
forme et  le  domaine  connexe,  la  somme  est  une  fonction  holomorphe 
dans  ce  domaine,  et  réciproquement,  nous  verrons  (jue  toute  fonc- 
tion holomorphe  dans  un  domaine  peut  être  représentée  par  la 
somme  d'une  série  de  polynômes  uniformément  convergente.  Par 
conséquent,  pour  obtenir  des  propriétés  précises  des  sommes  de 
telles  séries,  il  sera  nécessaire  d'en  particulariser  la  forme  et  de 
les  séparer  en  familles  unies  par  des  propriétés  communes.  Nous 
adopterons  la  classification,  introduite  par  M.  Borel  (')  et  nous 
distinguerons  en  classes  et  en  catégories  les  séries  de  polynômes. 

Soit  une  série  de  polynômes 

dans  laquelle  on  peut  toujours  supposer  cpie  le  |)(»lyiiome  P,/(J?) 
est  de  degré  /?, 

Pa{x)  =  af,-ha,\x  4-.  .  .+  ailx.'-^..  .-^  «;|.r". 

et  une  autre  série 

Qi(^)  +  Q-2(:r)-f-...^Q.(.r)-^... 


(')  E.  Borel,  Sur  les  séries  de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles  {Acta 
•Alathematica,  t.  XXIV,  1901,  p.  33„>). 
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avec 

Q„(ar)  =  6» 4-  b},x-\-...-^  bPxP-^..  .-r-blxn-^ 

le  rapport  -^  des  coefficients  de  la  même  puissance  de  x  dans  les 

termes  de  même  rang  dépend  des  deux  indices  n  et/?,  nous  consi- 
dérons le  cas  où  ce  rapport  ne  dépend  que  de  l'un  de  ces  deux 
indices. 

1°  Le  rapport  ne  dépend  que  de  /i  ;  on  a 

et  par  suite 

nous  dirons  que  les  deux  séries  appartiennent  à  la  même  caté- 
gorie; une  série  dont  le  terme  général  est  P,i(x)  définit  une  ca- 
tégorie de  séries  obtenues  en  remplaçant  dans  la  première  P«(x) 
par 

les  Cl  étant  des  nombres  quelconques.  Si  aucun  des  c„  n'est  nul, 
on  aura  aussi 

et  la  catégorie  définie  par  les  Q,i(^)  sera  identique  à  celle  que 
les  Pw(^)  définissent;  chacune  des  deux  séries  est  un  ;*e/?/e.9e/2^a/i^ 
complet  de  la  catégorie.  Si  plusieurs  des  d  sont  nuls,  la  série  Q«(^) 
définit  une  catégorie  contenue  dans  celle  des  V,i{x).  Nous  étudie- 
rons dans  le  Gliapitre  III  des  catégories  importantes  dues  à 
M.  Faber. 

2'*  Supposons  maintenant  que  le  rapport  — ^  ne  dépende  que 
dc/>, 

''//  —  ^  p^^  n  1 

Q«(-^")  '^^  déduit  alors  de  V,i{x)  par  la  substitution  de  CpXP  à  xP \ 
nous  dirons  que  les  deux  séries  appartiennent  à  la  même  classe. 
Si  aucun  des  Cp  n'est  nul,  les  deux  séries  V,i{x)  el  Q„(j?)  défi- 
nissent la  inènic  (lasse  dont  chacune  d'elles  est  un  représentant 
complet.  Si  certains  Cp  sont  nuls,  la  classe  définie  par  les  Q„(^) 
est  contenue  dans  la  classe  définie  par  les  Y^ni-^)- 

Vkw  exemple,  les  développements  de  M.  Mittag-Leftler,  conver- 


I 
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genls  dans  des  f^toiles  rectilignes  (*),  forment  une  classe  dont  ou 
obtient  un  représentant  complet  en  développant »  en  série  de 

polynômes  P„(x),  convergeant  dans  tout**  portion  finie  du  plan 
qui  n'a  aucun  point  commun  avec  le  sejjçmcnt  rcctili^Mie  (-4-  i,  acj. 
De  même  les  développements  dans  les  étoiles  curvilignes  de 
M.  Painlevé  forment  aussi  des  classes  de  séries  de  polynômes  (^). 
Les  séries  de  puissances  forment  soit  une  classe,  soit  une  caté- 
gorie, dont  on  peut  prendre  comme  représentant  complet  le  déve- 
loppement de ;  en  série  de  Mac-Laurin. 

Etude  de  certaines  classes  de  séries  de   Taylor. 

Les  séries  de  ïajlor  dont  il  s'agit  ici  sont  de  la  forme 

(i)  «0^0 -H  «1  ^1^  -h  aib^x-  -h  ...-+-  a,iOfiX'^~~.  ..  ; 

en  laissant  fixes  soit  les  a,i,  soit  les  6«,  on  aura  des  classes  |)articu- 
lières.  Nous  démontrerons,  au  sujet  des  fonctions  analytiques 
définies  par  de  tels  éléments,  des  théorèmes  fondamentaux  du*  à 
M.  Hadamard. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait 


bn==    1      \{t)t>Ult, 


y  (t)  étant  une  fonction  de  la  variable  réelle  t  telle  qud  l'intégrale 

/    \y(t)\dt  ait  un  sens.  Dans  ces  conditions,  la  fonction  F(x) 

définie  par  V  élément  {^v)  est  Jiolomorphe  dans  V  étoile  rectiligne 
de  la  fonction 


(*)  On  appelle  étoile  rectiligne  relative  à  un  point  O  et  à  une  tonrtion /(x  ), 
l'ensemble  des  points  M  du  plyn  tels  que  le  segment  OM  ne  contienne  aucun 
point  singulier  de /(a;);  en  d'autres  termes,  c'est  l'enseinble  dos  points  qu'on 
peut  atteindre,  en  partant  du  point  O,  par  un  prolongement  anal\  tique  reotilit;ne. 
L'étoile  curviligne  s'obtient  en  remplaçant  le  segment  OM  par  un  arc  de  courbe 
ayant  ses  extrémités  en  0  et  en  M  et  semblable  à  un  arc  de  courbe  lixe. 

(2)  Voir  les  Leçons  sur  les  séries  divergentes  de  M.  Borel,  p.  ôti,  et  la  Noie 
de  M.  Painlevé  dans  les  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles  de  M.  Bord. 
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siY{t)  est  lioloinorphe  dans  un  domaine  contenant  le  segment 
rectiligne  (o,  +  i),  la  fonction  F(^)  ne  peut  avoir,  dans  tout 
le  plan,  d\iutres  points  singuliers  que  ceux  de  f{x)  (*). 

Soit  a  un  point  singulier  àc  f{x),  prolongeons  la  droite  Oa 
au  delà  de  a  jusqu'à  Tinlini  et  supprimons  du  plan  le  segment  (a,  oo)  ; 
supposons  cette  opération  elTectuée  pour  chaque  point  singulier, 
le  domaine  D  restant  après  la  suppression  des  segments  constitue 
l'étoile  rectiligne  de  la  fonction /(^)  ;  je  dis  que  la  fonction  F(:r) 
est,  comme  la  fonction /(^),  holomorplie  en  tous  les  points  de  D. 
Décrivons  un  cercle  F  de  centre  origine  et  de  rayon  yj>,  et  autour 
de  chaque  point  singulier  des  cercles  y  ayant  ces  points  pour 
ccnlrcs  et  -  pour  rayon;  les  cercles  homothétiques  à  l'un  des 
cercles-',  le  centre  d'homothétie  étant  à  l'origine  et  le  rapport  supé- 
rieur ou  égal  à  I  balaient  une  aire  d.  Soit  D^,  le  domaine  obtenu 
en  supj)rimant  de  Fies  points  contenus  dans  les  aires  d.  Lorsqu'on 
fait  croître  /?,  tous  les  points  (\e  D  entrent  dans  le  domaine  D^,. 

Dans  le  cercle  de  con\ergence  de  f{x),  on  a 

f{tx)=^ant''x''         (o^t^i) 
et 

ri  —-  as  77  =  oc 

I     \{t)f{tx)dx  =.^^a„.K"   1    \{t)t''dt=^^anbnX''=¥{x)     (2). 


11=0 


Or  l'intégrale 


)dt 


représente,   comme    nous    Favons  vu,    une   fonction   holomorphe 
dans  D^,,  la  proposition  est  donc  établie  (^). 

(')  llADAMAiin,  AVsrtf  sur  les  fonctions  données  par  leur  développement 
de  Taylor  {Journal  de  Malliénialiques,  4«  série,  t.  Vlil,  1892,  p.    i63). 

(^)  Vax  effet,  si  V(/)  est  bornée,  la  série  \ {t)  f{tx)  est  ititégrable  terme  à  terme; 
si  \(/)  peut  devenir  infinie,  on  démontre  aisément,  en  remarquant  que  V  (  0 
est  absolument  inlégrable,  <|ue  l'intégralion  terme  à   terme   est   encore  légitime. 

(')    Il  suffit  même  de    supposer    (jue     /     \{t)dl    ail    un    sens,    ou  encore    si 

do 

<'/^=  a,  =  . ..— nr,^,,  =  o,  qur     /     ti\{t)dt  .lil    un  sens.    Voir  Faber,  Ueber  die 

Fortsetzbarl.eit  f^eivisser  Taylorisclier  lieilicn  {Math.  Annalen,  Hd.  LVII,  1908, 
p.  .".Gi)). 
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Si  la  fonction  V(^)  est  holomorplio  dans  un  (ioniaine  o  conte- 
nant le  segment  (o,  +  i),  on  pourra  remplacer  l'étoile  reclili;:ne  L) 
par  une  étoile  curviligne,  de  sorte  que  les  rajons  précédemment 
exclus  apparaîtront  comme  des  coupures  arlilicielles  et  que  seuls 
les  points  singuliers  de  f{x)  pourront  être  des  points  sinj;uliers 
de  F(a7).  En  ellet,  on  peut,  dans  ce  qui  |)récède,  renqilacer  rinlé-- 

grale     /    Y [t)  f[tx)  dl^  étendue   au  cliemin   rectiligne,    par   une 

intégrale  étendue  à  une  ligne  rectiflable  /,  allant  du  point  o  au 
point  I  et  contenue  tout  entière  dans  le  domaine  o.  Soit  encore  a 
un  point  singulier  de  f{x)^  x  un  point  quelconque  du  plan,  pour 
que  j\tx)  soit  régulière  au  point  t  de  /,  il  ne  faut  pas  qu'on  ait 
tx  =  a,  c'est-à-dire  x  =  -;  les  points  x  exclus  seront  donc  situés 

sur  les  lignes  L^  décrites  par  le  point  x  ^=  -  lorsque  le  point  f 
décrit  l'a  courbe  /  :  construisons  d'abord  la  ligne  L  déduite  de  /  pat 
la  transformation  x=  -;  L^  est  une  courbe  semblable  à  L,  dans 

laquelle  le  point  a  correspond  au  point  i  de  L  et  le  point  O  se 
correspond  à  lui-même  ('). 

Voici  maintenant  un  tliéorème  plus  général,  également  dû  à 
M.  Hadamard.  Soient  les  deux  fonctions  f{x)  et  '^(r)  définies  par 
les  éléments 

/(x)  =  ao-h  UiX  -{-.  .  .-h  rt,ia7"H-. . ., 

o{x)  =  ùo-\-  biX  -i-.  .  .-h  b,iX'^  ^ .  . .; 

les  rayons  de  convergence  de  ces  deux  séries  étant  respective- 
ment R  et  R'  non  nuls,  la  fonction  ¥  [x)  définie  pai-  r  élément  (i) 

¥{x)  =  «0  ^0  +  «  1  ^  1  ^  -i-  •  •  •  -+-  «/i  ^/i  -2^"  -+-  •  .  • 

ne  peut  avoir^  dans  tout  le  plan^  d'autie  point  singulier  ([ue 
les  points  oS^,  of.  désignant  Vaffixe  d\in  point  singulier  de  /[x) 
et  ^  Vaffixe  d'un  point  singulier  de  Ci[x)  (-). 


(')  Il  importe  que  les  ligues  L^  ne  se  coupenl  pas  :  par  exemple,  on  pourra 
prendre  pour  /,  un  arc  de  spirale  logarithmique  enroulée  autour  de  O,  les  L^ 
seront  alors  des  arcs  de  spirales,  issus  des  points  singuliers  a.  J'ajoute  (|ue  dans 
l'étude  de  rmtégrale  curviligne,  il  suffit  de  supposer  que  sur  la  courbe  /, 
t\ {t)  tende  vers  zéro  avec  t  et  (i  —  t)\{t)  tende  vers  zéro  avec(i  —  /). 

(^)  Hadamard,  Un  théorème  sur  les  séries  entières  {Acta  nuithematica, 
t.  XXII,  1898). 

M.  3 
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Nous  supposerons,  pour  plus  de  clarté,  que  les  fonctions  f{x) 
et  '^{x)  n'ont  que  des  points  singuliers  isolés.  Décrivons  un 
cercle  F  de  centre  origine  et  de  grand  rayon  R,  et  autour  de 
chaque  point  a  comme  centre,  un  petit  cercle  y;  nous  réunirons 
un  point  de  la  circonférence  de  y  à  un  point  de  la  circonférence 
de  r  par  une  ligne  /  supposée  parcourue  deux  fois  dans  des  sens 
opposés  de  manière  à  former  une  coupure  à  deux  bords.  Soit  G  la 
ligne  formée  par  les  circonférences  y  et  F,  et  les  lignes  /;  G  limite 
un  domaine  fermé  D  simplement  connexe,  dans  lequel  f{x)  est 
holomorphe.  Gonsidérons  l'intégrale 

f{x)  est  régulière  sur  le  contour  G;  si  ?(  — )  n'est  pas  régulière 
en  un  point  z  de  ce  contour,  c'est  qu'on  a 

.r  =  z  p  ; 

alors  X  est  situé  sur  le  contour  Gp  semblable  à  G  décrit  par  le 
point  ^  =  ;  [j  lorsque,  ,3  restant  fixe,  le  point  z  décrit  G.  Gp  est 
formé  par  un  cercle  Fp  de  centre  origine,  des  cercles  yp  ayant 
pour  centres  les  points  a[?  et  des  lignes  /p;  si  cp(:27)  a  un  seul 
j)oint  singulier  3,  le  contour  G^  limite  un  domaine  Dp  sem- 
blable à  D,  et  si  X  est  à  l'intérieur  de  ce   domaine  et  z  sur  G, 

la    fonction   'ffr)  est  régulière  et   bornée.    Si  '^{x)  a   plusieurs 

points  singuliers  ,3,  [i',  (i",  .  .  .  rangés  dans  l'ordre  des  modules 
non  décroissants,  on  laissera  x  à  l'intérieur  du  domaine  D»,  limité 

par  le  cercle  Fp,  les  cercles  yg,  y«,,  yo de  centres  a,3,  a^',  a^",  ... 

(ju'il  contient  et  les  lignes  /p,  /p,  /p,,  ,  .  .  correspondantes  limitées  à 
leurs  points  de  rencontre  avecFp;  ce  domaine  existe  si  R  est  assez 
grand  et  les  rayons  des  cercles  y  assez  petits;   x  étant  dans  ce 

domaine  Dp  et  :;  sur  G,  la  fonction  o  i  —  \   est  régulière  et  bornée. 

Donc^  l'intégrale  (2)  représente  une  fonction  holomorphe  dans  Dp. 
Galculons  maintenant  l'élément  à  l'origine  de  F(^). 

iNous  pouvons    remplacer,   pour  chaque  valeur  de  .r,    le   con- 

(')   Une  intégrale  de  celle  forme  avait  déjà  été  considérée   par  l'arseval  {Mé- 
moires des  Scnonfs  étranf^ers,  t.  I,  iSoG). 
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tour  C  par  celui  d'un  cercle  C,  de  centre  ori'nne  et  de  ravon  infé- 


X 


<R', 


rieur  à  R;  nous  supposerons  en  outre  que  dans  ce  cercle 

ce  qui  exige  |  ^  |  <  RR',  les  fonctions  fiz)  et  cp  (-  \  sont  dévelop- 
pables  en  séries  de  Mac-Laurin  et  Ton  a 


k//^^)<f)T  =  ;^ï*-"/4^^ 


11.-  ./., 


car  la  série  >-— 7;- /(;:),  convergeant  uniformément  sur  la  cir- 
conférence C,  est  intégrable  terme  à  terme.  Mais  d'après  la  for- 
mule fondamentale  de  Cauchy 


X      rf{z)dz 

Cl 

donc 


_^    rf{z)d 

lin  J       z''+^ 


F(x)  ^2  anb^x'^, 


n  =  0 


ce  qui  nous  montre  que  la  fonction  liolomorplie  définie  par  l'inté- 
grale dans  le  domaine  Dp  est  le  prolongement  analytique  de  la 
fonction  définie  par  l'élément  (i).  Le  rayon  du  cercle  F  et  ceux 
des  cerles  y  sont  arbitraires;  il  en  est  de  même  des  lignes  /,  il  en 
résulte  immédiatement  que,  dans  tout  le  plan,  les  seuls  points 
singuliers  possibles  de  F (x)  sont  les  points  a,3. 

La  démonstration  que  nous  avons  faite  est  relative  au  plan  des  J7, 
dans  lequel  on  a  tracé  des  coupures  ne  permettant  pas  de  tourner 
autour  des  points  aj3  ;  ces  lignes  peuvent  être  supprimées  dans  les 
démonstrations  lorsque  ni  le  pointa  n'est  critique  pour  /'(j?),  ni 
le  point  p  pour  0(37).  Dans  le  cas  contraire,  on  voit  que  la  démons- 
tration ne  s'applique  qu'à  la  branche  de  la  fonction  F(^^'),  délinie 
à  l'origine  par  l'élément  (3)  et  prolongée  dans  le  plan  sans  tra- 
verser les  coupures. 

Le  résultat  de  M.  Hadamard  est  cependant  général  et  la  fonc- 
tion F(:r  ),  considérée  dans  tout  son  domaine  d'existence  n'a  d'autre 
point  singulier  possible  que  les  points  a^  ou  le  point  o  c(ui  peut 
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être  singulier  pour  les  branches  de  la  fonction  F (x)  autres  que 
celle  représentée  à  l'origine  par  (i)  (*). 

On  voit  aisément  comment  la  démonstration  peut  être  modifiée 
lorsque  les  points  a  et  [i  ne  sont  plus  isolés;  si  par  exemple  les 
points  a  forment  une  coupure  non  fermée  S,  on  remplacera  les 
cercles  y  par  un  contour  entourant  cette  ligne  qu'on  reliera  à  F 
par  une  ligne  /.  Mais  si  l'une  des  fonctions,  /  par  exemple,  admet 
une  coupure  fermée,  on  sera  amené  à  exclure  du  plan  des  x  des 
domaines  Sp  dans  lesquels  F{.x)  pourra  peut-être  être  prolongée 
puisque  les  points  a|B  sont  seulement  des  points  singuliers  pos- 
sibles, et  admettre  des  points  singuliers  (-). 


(')  Pour  la  démonstration,  voir  une  Noie  de  M.  Borel.  Sur  les  singularités 
des  séries  de  Taylor  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France. 
t.  XXVI,  p.  238),  et  G.  Fahkh,  Bemerkutigen  zu  einem  functionentheoretischen 
Satze  des  H.  Hadamard  {Jahresbericht  der  deutsche  mathematiker  Verei- 
nigung,  Bd.  XVI.  1907,  p.  .i85).  Voici  un  exemple  simple  du  cas  où  o  peut  être 
singulier.  Soit 


on  aura 


F(x)=   y   £1'=    f'Lj^_L_dx: 
^•mt   n-       J       X      \  —  X 

celle  fonction  K(x)  admet  le  point  singulier  i    et  le   point   singulier   o  pour  les 
branches  autres  que  celle  qui  s'annule  à  l'origine. 

(^)  Voici  un  exemple  dû  à  M.  Faber  {loc.  cit.).  La  fonction 


<^{x)  =  I  4-  .r- -h  a;-  -^. ..+  X 


admet  son  cercle  de  convergence  de  rayon  i  comme  coupure  :  en  ellet,  si  nous 
supprimons  les  p -^.- \  premiers  termes  de  la  série,  le  reste  aura  les  mêmes  sin- 
gularités que  ^(.r).  Or  tous  les  exposants  des  termes  de  ce  reste  sont  divisibles 
par  2/'+',  donc  si  x,,  est  un  point   singulier  du   cercle  de   convergence,   tous  les 

ik  TZ 
points  X(,e  2/'    de  ce  cercle  sont  aussi  singuliers;  or  ces  points  forment  un  ensemble 
dense  sur  le  cercle.  Les  coefficients  de  la  série  "^{x)  étant  tous  positifs,  on  peut 
prendre  ici  x„=  i. 
La  fonction 

<7„=i  si  n   n'est  pas  une  puissance  de  2  et  a„  =  1  si   n  =  2/')   admet  aussi    ce 
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M.  Borel  (')  a  n jouté  à  ce  théorème  le  complément  suivant  :  La 
nature  de  la  singularité  de  F(^)  au  point  'j.^j  dépend  exclusi- 
vement de  la  nature  des  singularités  de  fix)  en  a  et  de  cp  ix)  en  3 . 

La  démonstration  repose  sur  ITMude  de  la  nature  de  la  transfor- 
mation qui  fait  correspondre  la  fonction  F(:c)  à  la  fonction /(j?;. 
Si  on  laisse  fixe  la  fonction  C5(.r),  nous  pouvons  déduire  de  cliarpie 
fonction  analytique  fix)  une  fonction  analytique  F(^)  dont  la 
forme  dépend  de  celle  de  f{x)\  notre  transformation  est  donc 
une  opération  fonctionnelle  et  cette  opération  csidistrihutiie  (-j, 
c'est-à-dire  queside  J\(x)  elde /^(x)  on  déduit  F,(x)  et  F2(j:), 
de  la  fonction  f\-\-J'i  on  déduira  F,  +  F^.  Si  Ton  désigne  par 
H  (y,  o)  l'opération  considérée,  on  auia 

II(/,-+-/2,  cp)  ==  Il(/„  o;  -  H(/„  cp). 

Supposons  donc  que  f{x)  ait  un  point  singulier  en  a,  on  peut 
poser 

/(^)=/i(^)+/2(^); 

/,  [x)  est  régulière  dans  tout  le  plan,  sauf  en  a,  où  elle  a  la  même 
singularité  que/(^)  elf<^{x)  est  régulière  en  a  {^). 

même  cercle  de  rayon  i  comme  coupure.  Soit 

Y^      /    I  I    \   ^^  I  T  I        (X\  I     ,   (X\ 

o{x)  admet  comme  coupure  le  cercle  de  rayon  2.  On  a  ici  |  a3  |  =  2;  or 

^     '^        ^    V2"        3"/  X  X 

admet  le  point  singulier  x  =  0.  Il  est  vrai  que,  pour  faire  disparaître  celle  excep- 
tion, il  suffit  de  considérer  comme  points  singuliers  de  f{x)  et  de  o(x)  ni.n 
seulement  les  points  frontières  des  domaines  d'existence  de  ces  fonctions,  mais 
encore  tous  les  points  qui  n'appartiennent  pas  à  ces  domaines. 

(  ■  )  Loc.  cit. 

(^)  Voir  PiNGHERLE,  Sur  le  calcul  fonctionnel  distributif  {Math.  Annalen, 
t.  XLIX,   1897,  p.  325).  On  devrait  dire  dislrihutire  par  rapport  à  l'addition, 

(3)  Je  dis  que/,  (.r)  a  la  même  singularité  (luc  f{x)  en  a  lorsque  la  dilïë- 
rence  f—f^  est  régulière  en  a;  l'existence  de  la  fonction  /,  est  évidente  dans  le 
cas  du  pôle  ou  du  point  essentiel  isolé  :  il  suffit  de  prendre  pour/,,  la  partie  du 
développement  de  /en  série  de  Laurent  qui  contient  les  puissances  négallyes  de 
X  —  (X.  Dans  le  cas  où  a  est  un  point  critique,  voir  Faber,  Ueber  anahtische 
Funetionen  mit  vorgeschriebenen  Singulavitàten  {Math.  Annah'n.  lîd.  L\, 
1905,  p.  379). 
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On  a  alors 

F(:r)  =  H(/,  o)  =  H(/,,  o)  -f-  }l(f,,  cp). 

Or  H(/2,  '^)  est  régulière  en  a,  car  les  seuls  points  singuliers  pos- 
sibles de  cette  fonction  sont  yJ '^'  avec  a'^a  et  nous  supposerons 
qu'aucun  produit  yJ[i'  n'est  égal  à  a[j.  Donc  F(^)  a  au  point  aj3  la 
même  singularité  que  H(/<,  cp);  posons  de  même 

C52(-^)  étant  régulière  en  a,  et  'f  <  (^)  régulière  dans  tout  le  plan, 
sauf  en  a  où  elle  a  la  même  singularité  que  4'(^)*  ^^  ^  aussi 

II(/„cp)  =  H(/„oO-f-H(/i,oO; 

H(y<,c52)  est  régulière  en  a^,  donc  F(a7)  a  la  même  singularité 
en  a|j  que  la  fonction  H(y*,,  cp,  )  dont  le  seul  point  singulier  pos- 
sible est  a[i.  Or  J\  (x)  ne  dépend  que  de  la  nature  de  la  singularité 
de/(:r)  en  a  et  es,  (jc)  de  celle  de  zi(a:)  en  [3,  ce  qui  établit  la  pro- 
position. 

Prenons  par  exemple  le  cas  d'un  pôle  d'ordre  p  en  a  et  un  pôle 
d'ordre  ^  en  (3;  on  peut  prendre 

Mx)=  -         '  ' 


X        f  x\-  /         x\i> 


ou,  en  développant  en  série  de  Mac-Laurin, 

/,(r)=2F(«)(f)". 


/i  =  0 


où  P(/i)  est  un  polynôme  entier  en  n  de  degré/?  —  i 

r(/î)  =  AiH A.7-H. .  .H ^: ^ 

1         -  i/^-O'- 


/' 


On  aura  de  même 


n=  00 

?.(^)=2Q(«)(f)" 


avec 


Q(„)^B,+  '^H,  +  ...+  <"-^'>("^'^-^;-("  +  ?-'^B,, 
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par  suite 

II(/.,cp.)=2P(/i)Q(n)(^y'; 


n=(i 


or  le  polynôme  P(/i)  Q(/i)  est  de  degré  />  -H  Y  —  '^^  par  rapport  à  « 
et  l'on  peut  écrire 

P(n)Q(n)  =  GiH ; — Co+.-.H ;^ ^- i (^p^q-i 


comme  le  montre  une  identification  facile  ;  on  en  déduit 

H(/„cpi)  = 


G|  , Ci ,  ^"P^-'Z     1 


■-.1    ('-al)  (■-;^) 

c'est-à-dire  que  le  point  a^  est  Lin  pôle  d'ordre  p  ^r-  q  —  i   {)Our  la 
fonction  F(^). 

Cherchons,  d'une  manière  générale  quelles  conséquences  en- 
traîne poLir  F(a7)  l'existence  d'un  pôle  d'ordre  p  en  a.  Nous  j)ren- 
drons  a  =  i  pour  simplifier  et  il  nous  suffira  d'étudier  H(y, ,  o  V,  or 


«(/"  ^)  =i  "  [(T^'  ^]  =f  ^'-H  [ô^'  ^j 


Â=l  A=l 

mais 

n=:  00 

-,  r         L  n       V^  nin  -\-\).  .  .in  -^  k  —  i )  , 

H[(Tr^'  fj  =2 nr^TTi -''■■-" 


«=1 


r  r//'-M^''"-*^(^)l 


(/c  — I)!  rt'a-A-i 

donc 

A=/, 


TT/  /•       X       V^        ^k        d'''-^\x^-^o(x)]        „  ^     ,  /^  '„   1' 

H(/i,  cp)  =2,  n-TTyi  ^^A-1  =  Gocp  +  G.9  -. .   -  C^_,cp./>-t  , 


k  =  l 


Go,  C,,  .  .  . ,  Cp_i  étant  des  polynômes  entiers  faciles  à  former. 

On  déduit  immédiatement  de  là  que  si  a  est  un  pôle  et  ^  un 
point  essentiel  isolé,  a^  est  Lm  point  essentiel  cl  il  en  est  évidem- 
ment de  même  si  ^  est  Lin  pôle  et  a  un  point  essentiel.  TA^rsque  7. 
et  p  sont  tous  deux  essentiels,  on  établit  (ju'il  en  est  de  même 
pour  a^. 
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Il  résulte  de  ce  qui  jorécède  que  si  f  {x)  est  uniforme  autour  du 
point  a  et  z>[x)  uniforme  autour  de  j3,  F(j^)  sera  uniforme  autour 
de  a[j,  car  a  et  |J  ne  peuvent  être  que  des  pôles  ou  des  points  essen- 
tiels isolés,  et  il  en  est  alors  de  même  pour  a,3  ('). 

Nous  venons  de  voir  des  cas  dans  lesquels  le  point  aj3  est  effec- 
tivement singulier  pour  F(^).  Lorsque  plusieurs  des  couples  ap 
donnent  le  même  point. 


a3  =  a'3'  = 


I 


il  peut  arriver  que  ce  point  ne  soit  pas  singulier.  Par  exemple,  si 
l'on  prend 

f{x)  -=2  «sn^^",  ^{oc)  =2  62^+1  :r2«+i, 

on  a 

F(rr)  =  .o. 

Au  contraire,  supposons  que  le  point  ajS  ne  soit  obtenu  qu'une 
seule  fois;  on  peut  alors  affirmer  que  ce  point  est  singulier  pour 
F(^),  au  moins  lorsque  l'un  des  points  a  ou  ^  n'est  pas  critique  (2). 

Le  théorème  de  AL  Hadamard  relatif  à  la  multiplication  des 
singularités  a  conduit  M.  Hurwitz  à  une  proposition  concernant 
l'addition  des  singularités  de  deux  fonctions  analytiques.  Suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  deux  fonctions  f{x)  et  o{x)  régulières  à 
l'infini,  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir  par  un  changement  de 
variable;  nous  pourrons  même,  par  l'addition  de  constantes  con- 
venables, supposer  que  ces  fonctions  soient  nulles  à  l'infini;  nous 
aurons  alors 


X  X^  07"-^' 


X        x^  ar"-t-» 


dévelop|)emenls  valables,  le  premier  à  Textérieur  d'un  cercle  de 
rayon  R,  le  second  à  l'extérieur  d'un  cercle  de  rayon  R'.  Dans  ces 
conditions,    les  seuls  j)oints   singuliers  possibles    de    la  fonc- 


(')  Celle  i(Mn;ir<|uo  [niit  ("Irc  en  défaul  si  les  points  a  el  p  ne  sonl  plus  isolés. 
(')    Voir  le  Mémoire  de  M.  l-aher  cilé  dans  la  note  de  la  page  36. 
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tion  F  (  :c  )  dont  V  été  m  cnt  à  V  in  fin  i  est 
a^b^        ap/^i  -h  g,  />,, 


F(:r)  = 


X  .r2 

gp  /.>;t  -t-  C 1  g ,  />,,  ^ ,  -f-  . . .  -}-  G^^-  ai,b„-k  -^.  ..^C^anhi 


sont   les  points  a  +  ^3,    a  étant   Vaffixc  cV un  point  sinf^uUer 
de  f{x)  et  [ii  V afjixe  d'un  point  singulier  de  '^{jo)  (*  ).  (f.es  CJ 
désignent  les  coefficients  du  binôme.) 
Nous  nous  servirons  de  l'intégrale 


-^    ff{z)'^ix-z)dz 


étendue  à  un  contour  fermé  C  que  nous  allons  préciser.  Cette  inté- 
grale^ introduite  par  M.  dell'  Agnola,  va  jouer  ici  le  même  rùle 
que  l'intégrale  utilisée  dans  le  théorème  de  M.  Iladamard.  Nous 
supposerons  encore  les  a  et  les  p  isolés.  Décrivons  autour  de 
chaque  point  singulier  a  de  f{z)  un  petit  cercle  v  de  rayon  arbi- 
traire, et  réunissons  les  circonférences  de  ces  cercles  à  un  point 
quelconque  P  du  plan  par  des  lignes  /  ne  se  coupant  pas  et  suppo- 
sées décrites  deux  fois  dans  des  sens  opposés.  L'ensemble  des  cir- 
conférences y  et  des  lignes  /  formera  le  contour  C  le  long  duquel 
l'intégrale  sera  prise  dans  le  sens  inverse,  z  étant  sur  C,  '^(x  —  z) 
sera  régulière  à  moins  qu'on  n'ait 

rr  =  ^  -4-  |B, 

c'est-à-dire  à  moins  que  x  ne  soit  sur  le  contour  C^j  déduit  de  C  par  la 
translation  j3  ;  ce  contour  est  formé  de  cercles  ayant  pour  centres  les 
points  a  H-  [i  et  de  lignes  Iq,.  Soit  D  le  domaine  extérieur  à  tous 
les  contours  Gp;  si  ::;  est  sur  C  et  :r  dans  D,  la  fonction  '^{x  —  z) 
est  lîolomorphe  et  bornée,    et    l'intégrale   représente    une    fonc- 


(')  HuKWiTZ,  Sur  un  théorème  de  M.  Hadaniard  {Comptes  rendus,  6  {é\ricv 
1899).  ^'-  Hurwitz  n'a  démontré  son  théorème  que  dans  le  cas  où  les  a  et  les  ^ 
sont  des  pôles  simples.  M.  Pincherle  et  M.  dell'  Agnoia  l'ont  étendu  au  cas 
général.  Voir  Pincherle,  Aproposito  di  un  récente  teorema  del  sig.  Hadamard 
{liendiconto  dell'  Ac.  délie  Se.  de  Bologna,  19  février  1899)  et  Suite  singolorità 
di  una  funzione  che  dipende  da  due  funzioni  date  {Bendiconti  delV  Ac.  dei 
Lincei,  5  mars  1899).  Dell'  Aqnola,  Estensione  di  un  teorema  di  Hadamard 
(Atti  del  Institute  Veneto,  i4  niai  et  18  juin  1899). 
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tion  F(x)  holomorphe  dans  D.  Nous  allons  calculer  l'élément  à 
l'infini  de  celte  fonction.  On  peut  remplacer  C  par  un  cercle  C<  de 
rayon  supérieur  à  R;  on  peut  supposer  qu'en  même  temps  x  —  z 
est  extérieur  au  cercle  de  rayon  R';  il  suffit  de  prendre  |.r|>>R  +  R'. 
On  a  alors  \ 


(i>(x  —  z)  =  - 


bo  bi  b,j 


X  —  z        {x  —  z)'  {X  —  z)i'-^^ 

et    par    conséquent,    puisque    la    série    dont    le     terme    général 

b„  f(z)  .  /.  ,  ,  /-. 

est  ; —     \     .  converge  uniiormement  sur  Lii,  on  aura 


d'où 


dz 


''<^)=nï2  2«'*"/ 


p  =  0    q  —  Q  ' 


or 


dz  {—i)P  [dP{z-i-^) 


(p^q)l  I 


p:q 


!  a  !       xP-^^-^^ 


lin  Jç   z^i-^^ {x  —  z)P^^  p\       I         ^^^^' 

donc 

p  =  co    (7  =:  oc 

^^^)-2a    Zd''''^''      p\q\        xP^'l^^' 
p  —  O    q'=  0 

mais  la  série  du  second  membre  étant  absolument  convergente, 
on  peut  grouper  les  termes  pour  lesquels  /?  +  ^  a  la  même  valeur  ; 
il  vient  alors 

/l  =    00 


n  —  O 


Gomme  on  peut  choisir  arbitrairement  les  lignes  /  et  le  point  P, 
on  voit  que  les  seuls  points  du  plan  où  F(.r)  peut  ne  pas  être 
régulière  sont  les  points  a  H-  ^.  Si  l'on  remarque  enfin  que  la 
nouvelle  opération  fonctionnelle  qui  donne  ^{x)  à  partir  de  f{x) 
est  distributive,  on  voit  que  les  remarques  de  M.  Borel  sur  le 
théorème  de  M.  Hadamard  s'ajipliqucnt  aussi  au  théorème  de 
M.  Hurwitz. 


CHAPITRE  II. 

DÉVELOPPEMENT  D'UNE  FONCTION  FIOLOMOIU'IIK 
EN  SÉRIE  DE  POLYNOMES. 


Le  théorème  de  M.  Painlevé. 

Soit  D  un  domaine  ouvert  simplement  connexe  clans  lequel  la 
fonction /(a^)  est  holomorphe,  domaine  qui  pourra  être  le  domaine 
d'existence  de  cette  fonction,  onpeuL^  cV une  infinité  de  manières^ 
représenter  la  fonction  f{x)  par  la  somme  d'une  série  de  poly- 
nômes convergeant  uniformément  à  l' intérieur  de  D  ('  ), 

Lorsque  le  domaine  D  est  celui  d'un  cercle,  une  solution  nous 
est  fournie  par  la  série  de  Taylor  et  la  démonstration  repose  sur 
la  formule  de  l'intégrale  de  Caucliy  et  le  développement  en  série 

entière  en  x  de  l'élément  •   C'est  cette  même  intéirrale  qui 

interviendra  dans  les  solutions  que  nous  donnerons  du  problème 
général;  elle  sera  calculée  tantôt  à  l'aide  de  développements  par- 
ticuliers   de   l'élément  ■ j    tantôt    par    une    méthode    directe 

X  —  z  ^ 

d'approximation.  M.  Painlevé  a  d'abord  démontré  le  théorème  pour 
une  aire  limitée  par  un  contour  convexe  (1886);  la  démonstration 
générale  a  été  donnée  par  M.  Hilbert  (1897)  ^^  résulte  d'ailleurs 
d'un  théorème  de  M.  Runge  sur  la  représentation  d'une  fonction 
holomorphe  par  une  série  de  fractions  rationnelles  (i885)  (-). 
Voici  la  méthode    de  M.   Painlevé    pour  le   cas  d'une    aire    D 

(')   Voir  la  note  (-)  de  la  page  17. 

(^)  Enfin  M.  Painlevé  a,  par  des  méthodes  nouvelles,  obtenu  des  résultats  très 
généraux  sur  la  représentation  des  fonctions  analytiques  par  des  séries  de  poly- 
nômes ou  de  fractions  rationnelles.  [Sur  la  représentation  des  fonctions  analy- 
tiques uniformes  et  Sur  le  développement  des  fonctions  uniformes  ou  halo- 
morphes  dans  un,domaine  quelconque  {Comptes  rendus,  t  CAW  L  iSg8,  p.  200 
et  3i8).] 
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limitée  par  un  contour  convexe  C  (*  ).  Je  dis  d'abord  qu'on  peut 
construire,  en  chaque  point  A  du  contour  C,  un  cercle  de  rayon  R 
tangent  au  contour  et  contenant  le  domaine  D.  Considérons  les 
cercles  v  tangents  en  A  au  contour  et  passant  par  un  autre  point  B 
de  ce  contour;  lorsque  B  décrit  C,  les  rayons  de  ces  cercles  sont 
bornés,  puisque  le  rayon  de  courI)ure  de  C  au  point  A  est  fini  si, 
comme  nous  le  supposerons,  en  chaque  point  de  C  la  courbe  a  un 
contact  simple  avec  sa  tangente.  Les  rayons  maximums  des  cercles 
Y  sont  fournis,  comme  on  le  voit  aisément,  par  les  cercles  y  bitan- 
geiits  en  A  et  B  au  contour.  Nous  prendrons  pour  R  le  maximum 
du  rayon  des  cercles  bitangents  au  contour  maximum  évidemment 
fini  pour  une  courbe  convexe  ayant  en  chaque  point  un  contact 
simple  avec  sa  tangente.  Soit  alors  aie  centre  du  cercle  de  rayon  R 
tangent  en  A;  lorsque  A  décrit  le  contour,  son  centre  décrit  une 
courbe  continue  parallèle  à  G  et  a  est  une  fonction  continue  de 
l'affixe  z  du  point  A.  On  a 


et 


/(  -s  )  dz 


.r  —  a  {x  —  a)'* 


z  —  X        z  —  a  —  {x  —  a)        z  —  a        {z  —  aj^       *  (^  —  a)"-»-* 

Supposons  X  à  l'intérieur  d'un  domaine  D,,  intérieur  à  D;  on  a 
pour  tout  point  de  D, 


X 


A<i 


et  la  série  uniformément  convergente,    dont  le  terme  général  est 

/  y OC  )  " 

— j^ifi'-)  peut  être  intégrée  terme  à  terme.  On  en  déduit 

n  —  O  n  =  (i 


C)  I\\iNLKVK,  Sur  /es  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques  {Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  i88S). 


DÉVELOPPEMENT  D  L'Mî    FONCTION    HOLOMORPIIK    EN    SKHIK    I)E    l'OLVXÛMES.      4  i 

La  méthode  de  M.   Ililherl. 

La  démonstration  de  M.  Hilbert  (')  s'applique  à  un  domaine  I), 
limité  par  une  courhe  simple  quelconque  C.  VM*',  repose  sur  celte 
remarque  qu'un  contour  sim|)le  quelconque  peut  être  considéré 
comme  la  limite  d'une  suite  de  contours  analytiques  (pie  nuus 
appellerons  des  leniniscates^  à  l'intérieur  de  chacun  desquels  la 
fonction  est  développable  en  série  de  polynômes. 

Soit  P(5)  un  polynôme  entier  en  s,  de  degré  //  ;  nous  dirons 

que  la  courbe 

I  P(^)  I  =  consl. 

est  une  lemniscale  de  degré  n  ;  si  a,,  a^,  .  .  . ,  cin  sont  les  racines 
distinctes  ou  non  du  polynôme,  cette  équation  s'écrit 

/'i /••a.  . . /Vj  =  coiisl.         avec         ri=\z  —  a/ 1. 

Le  cas  de  n  =  i  nous  donne  le  cercle,  celui  de  //  =  >,  les  ovales 
de  Cassini. 

Soit  C(  un  contour  simple  situé  à  l'intérieur  de  D  et  sans  point 
commun  avec  C.  Nous  supposerons  que  C,  est  contenu  dans  la 
région  de  D  balayée  par  un  cercle  de  rayon  r,  dont  le  centre  décrit 
C.  Soit  s  la  longueur  de  l'arc  de  C,  com])té  à  partir  d'une  origine 
fixe  jusqu'au  point  z  de  ce  contour,  /  la  longueur  totale  de  C,. 
D'après  les  propriétés  du  potentiel,  il  est  possible  de  trouNt  r  une 
fonction  continue  et  positive  cp(.v)  telle  que  l'intégrale 

dans  laquelle  x  désigne  un  point  quelconque  du  plan  extérieur 
à  G|,  prenne,  lorsque  x  vient  sur  C,,  une  valeur  constante  ;a,. 
Lorsque  x  est  sur  G,  la  fonction  V(;,  r,  )  a  un  maximum  ;j.  qui  est 
supérieur  à  [Ji,,  puisque  V(H,yi)  est  une  fonction  harmoniipie  {-)', 


C)  Hilbert,  Uêber  die  Entwickelung  einer  beliebigen  analytischen  Function 
einer  Variabeln  in  eine  unendliche  nach  ganzen  rationalen  Functionen  fort- 
schreitende  Reihe  {Gôttinger  Nachrichten,  6  mars  1S97). 

(-)  On  sait  que  deux  courbes  V(ç,t.)  =  const.  n'ont  aucun  point  commun  cl 
que  celle  qui  correspond  à  U  plus  petite  valeur  de  la  constante  est  ù  rinlérieur 
de  l'autre. 
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soit  £  un  nombre  positif  assez  petit  pour  que 

ja,  -t-  £  <  a  —  £. 

Les    deux  courbes  y,  et  y  définies  par  les  équations 

sont  situées  dans  l'anneau  limité  par  C  et  C|  et  limitent  un  second 

anneau  intérieur  au  premier.  Faisons  dans  l'intégrale  le  change-  ■ 

ment  de  variable  ■ 

a  =    I     o(s)  ds,  ^ 

lorsque  5  croît  de  o  à  /,  u  croît  de  o  à  la  \aleur  /    z)(s)ds  qu'on 

peut  supposer  égale  à  i,  car  cp(5)  n'est  définie  qu'à  un  facteur 
constant  près.  On  a  alors 

V(ç,  rj=    /     \o^ro(s)ds=    1     ]o^rdu 

=  liin  -(logri-4-log/'2-i-.  ..+  logr„), 

/■<,  r.2-,  .  .  .,  r,i  étant  les  distances  du  point  x,  à  /?  points  de  la 
courbe  C,,  correspondant  aux  valeurs  équidistantes  Ut,  U2,  .  .., 
Ufi  =  I  de  u.  I.a  convergence  est  d'ailleurs  uniforme  tant  que  x 
reste  dans  l'anneau  yy,  ;  on  peut  donc  prendre  n  assez  grand  pour 
que 

—  Ç'<  V  —  -  log(ri/-2..  .  r„)  <~z'. 
Soit  r  l;i  courbe  définie  par  l'équation 

-log(/-i/'3...  f'n)  =  À  ; 

on  aura,  sur  cette  courbe, 

|jLi  -I-  E  <  X  —  e'  <  V  <  X  -h  e'  <  fji  —  £, 
si  a ,  -h  î  <  A  <<  u —  z  et  si  z'  est  assez  petit.  La  courbe  F  est  une 
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lemniscate,  puisfju'on  a 


/•,  r-i  .  .  .  r„  =  e 


—  r^n\ 


et  cette  lemniscate  est  contenue  dans  l'anneau  w,. 
Prenons  successivement  pour  yj  la  suite  des  nombres 


2'      •••'     i 


on  définira  ainsi  des  lemniscates  F,,  I\,  .  .  .,  T/,  .  .  .  <|iii  ont  pour 
limite  C;  on  peut  d'ailleurs  extraire  de  cette  suite  de  courhes  une 
suite  nouvelle  telle  que  le  domaine  intérieur  à  chaque  F,  soit  con- 
tenu dans  le  domaine  intérieur  à  F/.^,  et  que  F/  et  F/^,  n'aient 
aucun  point  commun. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  la  possibilité  de  représenter 
par  la  somme  d'une  série  de  polynômes,  une  fonction  holomorphe 
dans  le  domaine  fermé  A,  limité  par  une  lemniscate  F.  Nous  nous 
servirons  d'un  procédé  de  calcul  dû  à  Jacobi  (  *  )  qui  nous  conduira 
au  but  par  une  voie  plus  simple  que  celle  suivie  par  M.  Hllbert. 

Soit 

I  P(^)  I  =  const. 

l'équation  de  F;  on  a 

P(z)-i>(x) 


X 


=  '■?(-,  ^) 


où  C5(^,  x)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  z  de  degré  /i  —  i  par 
rapport  à  chaque  variable,  V  étant  supposé  de  degré  n.  Lorsque  z 
est  sur  F  et^  dans  le  domaine  A,  intérieur  à  A,  on  a 

|cp(s,a:)|<M,. 

Tirons  ;; de  la  relation  précédente  et  portons  la  valeur  oble- 

nue  dans  la  formule  de  Cauchy;  il  vient 

or 

I  I  P(:r)  [V(x)]P 


P(z)--P{x)        F{z)        \V(z)\^-       '•'       |P(«)j/'^' 


(')  Jacobi,  Ueber  Heihcn  Entwickclungen,  welclie  nach  den  PoWnzen  eines 
gegebeneii  Poîynoni  fortsclireiten  iind  zu  Koefjicicnten,  Polynôme  ei/ies  nic- 
drigen  Grades  haben  {Journal  de  C  relie,  l.  53,  (>.  \o.\). 
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et  celte  série  est  uniformément  convergente   lorsque  z  étant   un 
point  quelconque  de  F,  x  est  un  point  quelconque  de  A,,  car 


<k<i  ; 


la  série  -^  ^^^  f,'  "^  est  aussi  uniformément  convere^ente  et  par 
suite  intégrable  terme  à  terme;  on  a  donc 

mais  o{z^  x)  étant  un  polynôme  de  degré  {ii  —  i  )  en  x,  il  en  est 
de  même  de  l'intégrale 

on  en  déduit 

(I)       f{x)  =  (i,{x)  +  q,{x)?{x)-^-...^qp{x)\?{x)]i>  +  ..., 

série  uniformément  convergente  dans  A,  et  A,  est  aussi  voisin  de  A 
qu'on  le  veut. 

Soit  maintenant  G,  une  courbe  simple  limitant  le  domaine  D  à 
l'intérieur  duquel  f{x)  est  holomorphe  :  on  ne  suppose  rien  sur  la 
manière  donty'(^)  se  comporte  sur  G.  Soient  F,,  Fo,  .  .  . ,  F/,  ... 
les  lemniscates  définies  précédemment  et  ayant  pour  limite  G;  A/  le 
domaine  limité  par  F/,  A/_,  est  tout  entier  dans  A/.  Dans  A„,y(a:) 
est  représentable  par  une  série  uniformément  coii\ergente  de 
polynômes  ;  on  peut  prendre  assez  de  termes  dans  celte  série  pour 

c[ue  leur  somme  V,i{x)  difit're  àef^x)  de  moins  de  -  en  module 

|/(:r)-P„(:r)I<l. 
r^a  suite 

P,(^),       P.,(.T),        ...,       Vn{x),       ... 

a  pour  limite  y'(^)  dans  D  et  converge  uniformément  à  l'intérieur 
de  IJ.  Kn  elTet,  soit  A  un  domaine  quelconcpie  à  l'intérieur  de  D  et 
sans  point  commun  avec  G;  [)our  i  assez  i^rand.  A/  contient  A,  et  il 
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en  sera  de  même  de  A„  pour  n     i.  On  aura  donc 

\f{ot^)—\*n{x)\<C-         pour         n^i 


n 


[)oiir  tous  les  points  de  A. 

Remarques  sur  V interpolation  de  Lagrange. 

La  méthode  de  M.  Hilbert  est  liée  aux  polynômes  d'interpolation. 

Soit  en  elï'et 

V{x)  —  {x  —  a^){x  —  a-i) . .  .(X  —  «„); 

appelons  n^(^)  la  somme  des/;  +  i  premiers  termes  de  la  série  (i), 
la  différence  f{x)  —  n^(^)  contient  [P(^)]^+'  en  facteur;  donc 
cette  différence  et  ses  p  premières  dérivées  s'annulent  aux  points  a^ , 
a-2,  .  .  .,  aji-  n^(jc)  prend  en  ces  points  les  mêmes  valeurs  que /(xj 
et  les  (/>  +  i)  premières  dérivées  de  ll^(^),  prennent  les  mêmes 
valeurs  que  les  dérivées  de  même  rang  dey(^).  D'ailleurs  le  degré 
de  n^(^)  est  n{p-\-\) — i;  Y\p[x)  est  donc  le  [)olynome  de 
moindre  degré  satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  c'est  le 
polynôme  fourni  par  la  formule  de  Lagrange  généralisée. 

Proposons-nous  d'une  manière  générale  de  déterminer  un  po- 
lynôme n(^)  de  degré 

i  —  n 

lel  qu'au  point  r//,  Il  (^)  et  ses  a/  premières  dérivées  soient  respec- 
tivement égaux  'd/(x)  et  à  ses  a,  premières  dérivées.  Ce  polynôme 
nous  sera  donné  par  la  formule  (') 

L'intégrale  est  étendue  à  un  (contour  G  dans  letpioiy^.c)  est 
régulière  et  contenant  les  j)oints  x,  (li,  .  .  .,  a,i.  (iClle  intégrale 
est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  à  intégrer  en  chacun 
des  n  4-  i  pôles  ^,  «),  .  .  .,  an]  le  résidu  au  point  x  est/(a'),  et, 

(*)  Hermite,  Sur  la  formule  de  Lagrange  {Journal  de  Crelle,  t.  S\). 
M.  4 
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pour  Je  résidu  au  point  «/,  un  calcul  aisé  conduit  k  la  valeur 
on  en  déduit 

n(.)  Jy(£^^y'-\ . .  fflzii!- )"-'-' (I 

.    ^    ^       ^mk\ai—a^)  \ai—ai-xj  \a 


°''-i-+-i  /a?  —  «/+,  \  °''+i-^^ 


f  =  1     ' 


X 


et  n(:r)  est  bien  un  polynôme  de  degré  h  satisfaisant  aux  condi- 
tions imposées. 

Pour  le  polynôme  ^p(^x)  introduit  précédemment,  on  aura 

et  par  conséquent,  lorsque  x  est  dans  A,  et  z  sur  F,  on  aura 

|/(;r)-n„(^)l<H/c/'+i; 

H  est  un  nombre  fixe  et  k  le  nombre  inférieur  à  i ,  introduit  plus 
haut. 

Cette  inégalité  démontre  la  convergence  vers  j\x')  des  poly- 
nômes d'interpolation  introduits  dans  la  méthode  de  M.  Hilbert 
et  nous  fournit  une  nouvelle  démonstration  remplaçant  le  procédé 
de  calcul  de  Jacobi. 

Dans  l'exemple  précédent,  les  points  d'interpolation  sont  choisis 
sur  le  contour  F  et  demeurent  fixes;  seul,  le  nombre  des  dérivées 
connues  en  ces  points  augmente  indéfiniment  de  sorte  que  la  con- 
naissance des  développements  de  Taylor  aux  points  a/  suffit  pour 
le  calcul  de  11^, (^;),  quel  que  soit  p.  Dans  ce  cas  les  polynômes 
d'interpolation  convergent  vers  la  fonction  y*(^). 

Mais  on  |)ciil  aussi  faiie  l'interpolation  en  faisant  varier  le 
noi'nbre  des  ai  et  les  valeurs  des  a/,  alors  les  polynômes  d'interpo- 
lallonne  fournissent  pas  toujours  une  approximation  indéfinie  pour 
une  fonction  analytique,  même  dans  un  domaine  restreint  entou- 
rant les  points  d'interpolation.  11  est  clair  en  efïet  que  si  la  fonction 
f{x)  a  u!i   point  singulier  dans  un   domaine   D,  quel   que   soit  le 


DÉVELOPPEMENT   d'uNE    FONCTION    IIOLOMORPUR    KN    SÉRIE    DK    F'OLYNOMKS.       '>  I 

mode  d'interpolation  qu'on  adopte  en  prenant  les  valeurs  ai  sur 
le  contour,  les  [)olynomes  d'interpolation  ne  pourronlcon\ergcr  uni- 
formément sur  le  contour,  puis  (pi'ils  devraient  alors  converger 
uniformément  à  l'intérieur  de  I)  vers  une  fonction  lioloMior[)lie.  \  oici 
un  exemple  très  simple  dû  à  AT.  Méray  (')  et  dans  lequel  le  calcul 

des  polynômes  d'interpolation  est  inmiédiat.  Prenons  la  fonction  - 
dans  le  cercle  de  rayon  i  et  de  centie  orij^ine,  et  interpolons  sur 
la  circonférence  de  ce  cercle.  Nous  prendrons  comme  points  d'in- 
terpolation les  sommets  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés  dont  un 
sommet  est  le  point  i,  et  nous  déterminerons  un  polynôme  l[,i{x) 
de  degré  n —  i,  qui  soit  égal  à  -  en  ces  sommets.  Ce  ])olynome 

Ou 

est  évidemment  x""^,  puisqu'on  a 


I 

X 


aux  points  considérés  dont  les  affixes  vérifient  x'^  —  i  =  o.  11  est 
manifeste  que  les  polynômes  x'^"^  n'ont  aucune  limite  sur  la  cir- 
conférence. 

Dans  l'exemple  qui  précède  la  fonction  à  interpoler  a  un  |)oint 
singulier  dans  le  domaine  D  et  les  ai  sont  choisis  sur  la  frontière 
de  ce  domaine,  mais  la  fonction  y'(:r)  peut  être  régulière  dans  D 
et  les  ai  pris  à  l'intérieur  du  domaine,  sans  que  les  polynômes 
d'interpolation  fournissent  une  approximation  indéfinie.  Consi- 
dérons avec  M.  Runge  (^)  une  fonction  analytique  dans  un  do- 
maine D  contenant  à  l'intérieur  le  segment  ( —  i,  H-  i  )  de  l'axe 
des  ç  et  supposons  f{x)  régulière  dans  D.  Nous  prendrons  les 
valeurs  a^,  a^-,  .  .  . ,  ci,i  sur  le  segment  ( —  i ,  -j-  i)  et  nous  suppo- 
serons que  n„(:r)  de  degré  n  —  i  coïncide  avec  f{x)  en  ces  n  points  ; 
en  outre,  les  points  ai  diviseront  le  segment  en  parties  égales. 
On  a,  en  posant 

(1)  MÉRAY,  Observations  sur  la  légitimité  de  Vinterpolation  {Annales  lie 
l'École  Normale,  3«  série,  t.  I,  i88^,  p.  i65). 

(2)  UuNGK,  Ueber  empirische  Funktionen  itnd  die  Interpolation  zwischen 
œquidistanlen  Ordinaten  {Zeitschrift  fUr  Math,  und  Physik,  t.  \I.\  l,  u)»).», 
p.  229). 
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le  contour  C  limitant  le  domaine  D.  Cherchons  à  calculer  la  limite 
de  ^/  |P/i(.Z')|  lorsque  n  croit  indéfiniment.  On  a 

log/'i  -r-  logro  —•..-+-  l'>g/v, 


logv/|Pn(:r)|=:-^^-^- "    -       •  •  • ^^  {ri  =  \x-ai\) 


n 


et  lorsque  n  croît  indéfiniment,  cette  expression  a  pour  limite  la 
valeur  moyenne  de  la  fonction  log/',  {r  z=\x  —  ;|),  dans  l'intervalle 
( —  I ,  -h  i),  c'est-à-dire 

I   r^' 

un  calcul  facile  conduit  pour  cette  expression  à  la  valeur 

^  =  ~[(l  +  01og''  +  (l  — 01og/''-i-(a'— a)rj  — I, 

OÙ  X  =  Z-\-  ir^  et  (/',  a),  (;'',a')  sont  respectivement  les  modules  et 
les  arguments  de  {x  ■+■  i)  et  (.r —  i).  Les  courbes  U  =  const.  sont 
des  courbes  d'égal  potentiel  logarithmique  pour  un€  masse  homo- 
gène étendue  sur  le  segment  ( —  i,  -j-  i)  ('  ). 

Parmi  ces  courbes,  celle  qui  correspond  à  la  valeur  L  o  =  log  i  —  i 
passe  parles  points  —  i  et  -f-  i  ;  elle  est  représentée  sur  la  figure  i 
avec  les  courbes 

U=:  log  1,8  —  I,         U  =  log  1,6- —  I, 
U==  log  1,4—1,        U=  log  1,9.-1. 

Supposons  y"(^)  régulière  dans  la  courbe  L  r=U,,  je  dis  que 
\\,i-.\{oc)  a  pour  limite /*(;r),  en  tout  point  intérieur  à  U|  et  en 
particulier   sur    le   segment   ( — i,  +  i),    si    L  ,  ^  Uq  ;    en   elFet, 

(')  Poui'  le  calcul  de  U,  on  peut  aussi  remarquer  que 

_  log ( X  —  o,)  -f-  Iog(;r  —  rt,  )  H-. . .+  log(x  —  a.,) 


log  vl*,.(^)  = 

li- 
en prenant.  i>ar  exemple,  pour  chaque  logarithme,  sa  détermination  principale; 
celte  expression  a  pour  limite 


, .  H-  I 
^     j  \0%l,X—X)d\r=~[{l-i-X)\og{l-\-x)  —  {X—l)\oz{X  —  \)]—\, 


. .  H-  I 
«^    -   1 

Cl  l'  est  la  [larlio  rcrlle  de  celle  liniile. 
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supposons  que  C  soit  une  courije  L,  extérieure  à  L|  et  aussi  voi- 
sine d'elle  qu'on  le  voudra,  sans  avoir  d«;  point  ronniiun  avec  elle; 
Vl  ^/i{~-)\  i>    poui-    limiu;   ^^',   si   z   esl  »ur  C  el  ('/ 1  [*„{x)  |  a    pour 

? 


est  très  voisin  du  n<)nii)r<' 


limite  e^'  ;  pour  n  assez  grand,  i/ 

gU,-u^  I  ;  on  a  donc  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  // 


<A'^        (o<A<i); 


r  f( z)p , (x)  I 

l'intégrale    /  f ^  dz  tend  donc  vers  zéro  avec  -  (  '  )• 

Si /(^)  a  des  points  singuliers  dans  le  domaine  U,,  soit  U^  la 
courbe  U  qui  passe  par  un  de  ces  points  et  qui  n'en  contient  aucun  à 
l'intérieur,  {f{x)  est  supposée  régulière  sur  le  segment  ( —  i,  H-  i)). 
Les  polynômes  l\,i{x)  convergent  vers  y*(;c),  à  l'intérieur  de  Uo, 
mais  divergent  en  général  à  l'extérieur.  Prenons  par  exemple  le 
cas  où  f{x)  a  sur  \].>  un  pôle  simple  a.  L'intégrale 


2r 


étendue  à  une  courbe  U,  extérieure  à  Uo,  mais  assez  voisine  d'elle 


(  '  )  La  convergence  des  W^{x)  vers  f{x)  lorsque  les  «,  sont  «iqnidislants  sur 
le  segment  ( — i,  H-i)  avait  déjàété  démontrée  par  Heine  {Einige  An^eiuiiingcn 
der  ResiduenrecliTiung  {Journal  de  Crellc,  t.  L\\\I\,  1818)]. 
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pour  que  /(^)  n'ait  à  l'intérieur  d'autre  point  singulier  que  a  ; 
cette  intégrale  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  à 
intégrer,  aux  points  x^  a,,  cio,  .  .  . ,  an  et  a.  Les  premiers  pôles 
fournissant  la  ditïerencey(^)  —  Yl,i(œ),  on  a  donc 

_j_    f   f(z)V„(^,  A         P„(:r) 

■.,T.X(z-:v,P„(^)''^--^^''>       ^"''"^        (^-a)    P„(a/ 

A  étant  le  résidu  de/(x)  en  a  ;  le  premier  membre  tend  vers  zéro 


quand  x  est  dans  U,  car  i  /       "  a  pour  limite  e^'~^  <^  i ,  d'autre 

n   /     p     /  ^  \  ..... 

part  4/     ^^^  ,         tend  vers  e^'~^-  qui  est  inférieur  à  i  si  jc  est  dans 

Uo  et  supérieur  à  i  si  ^  est  entre  Uo  et  U,.  Donc  la  différence 
f{x)  —  Y\,i[x)  ne  converge  vers  zéro  que  pour  les  points  x  con- 
tenus dans  Uo. 

On  voit  donc  que,  en  général,  lorsqu'on  interpole  sur  un 
segment  de  OH,  la  convergence  Yersf(x)  des  polynômes  d'inter- 
polation n'est  assurée  que  pour  la  portion  de  ce  segment  qui  est 
à  l'intérieur  de  la  première  courbe  U  passant  par  un  point  sin- 
gulier de/(.r). 

Prenons  comme  autre  exemple  la  fonction  /(x)  =  — — -  qui  a 

les  deux  pôles  -+-  i  et  —  i.  L'intégrale  précédente,  prise  le  long 
d'un  contour  G  contenant  les  points  zt  «,  est  nulle,  puisqu'on  peut 
agrandir  indéfiniment  ce  contour  sans  changer  la  valeur  de  l'inté- 
grale. On  a  donc 

n«(^)-/(^)-Ri^R2, 

R,  et  R2  étant  les  résidus  aux  points  zh  i  de  la  fonction 
Or 

R     _  '  ^n(^)  p  l  Pn(^) 


•>.(i-+-/.r)    P„(0  '  2{i-i.r)   P„{-i) 

Supposons,  par  exemple,  les  points  a/  deux  à  deux  symétriques 
par  rapporta  l'origine,  on  aura 

et 
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Si  X  est  à  l'extérieur  de  la  courbe  L/(jui  passe  jiarles  points  rb  /, 
le  second  membre  au^iîienle  indéfiniment;  il  tend  vers  zéro 
lorsque  x  est  dans  U/.  Par  exemple,  si  Ton  prend  comme  segment 
d'interpolation  (')  le  segment  ( — 5,  -f-  5),  la  courbe  [./  coupe  O; 
aux  points  d'abscisses  iti  3,63.  .  . ,  la  convergence  a  lieu  à  linlé- 
rieur  de  ce  dernier  segment,  mais  n'a  pas  lieu  pour  les  points 
dont  l'abscisse  a  une  valeur  absolue  comprise  entre  3,63... 
et  5  (2). 

La  métJiode  de  M.   liiuii^e. 

M.  Runge  s'est  proposé  la  question  suivante  :  La  région  d'exis- 
tence d'une  fonction  analytique  uniforme  est-elle  soumise  à  des 
restrictions  autres  que  celle  d'être  d'un  seul  tenant,  ou  bien  une 
région  d'un  seul  tenant  mais  arbitraire  peut-elle  être  clioisie  comme 
région  d'existence  d'une  fonction  uniforme?  Nous  appellerons 
ici  région  d'existence  l'ensemble  des  points  réguliers  et  des  pôles 
de  la  fonction;  la  frontière  est  formée  par  les  points  singuliers 
autres  que  des  pôles;  dans  cette  région,  la  fonction  définie  par  un 
de  ses  éléments  peut  être  prolongée  en  tous  les  points.  Dans  son 

(*)  Lorsqu'on  substitue  le  segment  {—a,  -^  a)  an  segment  ( — i,  -î-i),  les 
nouvelles  courbes  limites  sont  liomothétiques  des  anciennes;  si  Ton  pose 

~  <-'  —i  "      ^'  —a  \ 

(-)  Dans  une  Note  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  n*  série,  t.  X\, 
1896,  p.  266  {Nouveaux  exemples  d'interpolations  illusoires),  M.  Méray  avait 
déjà   utilisé  le   calcul   des  résidus   dans  l'exemple  précédent   et    pour   le   cas   où 

f{x)—  -'  Lorsque  f{x)   est    une    fraction   rationnelle   dont    le    degré  du 

dénominateur  surpasse  de  2  au  moins  celui  du  numérateur,  on  voit  que,  l'inté- 
grale sévanouissant  pour  un  contour  infini,  on  a  l'expression  de  la  dilVérence 
f{x)  —  n„(^)  par  le  calcul  des  résidus  aux  pôles  fixes  du  dénominateur  de  /(x). 
Dans  les  exemples  de  M.  Méray,  la  convergence  des  polynômes  II„  vers/(x)  n'a 
pas  lieu,  à  cause  du  choix  particulier  des  a,  qui  ne  sont  pas  équidistants  sur  le 
segment  d'interpolation. 

Pour  ce  qui  concernç  l'interpolation  des  fonctions  réelles,  on  consultera  avec 
fruit  le  Chapitre  que  M.  Borel  lui  a  consacré  dans  ses  Leçdns  sur  /»•«  fonctions 
de  variables  réelles,  p.  74. 


on  trouve 
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Mémoire  (*;,  M.  Pitinge  a  établi  les  résultats  suivants  :  Dans  sa 
région  d^ existence  D,  une  fonction  uniforme  peut  être  repré- 
sentée par  lu  somme  d'une  série  de  fractions  rationnelles; 
réciproquement,  étant  donnée  une  région  quelconque  d'un 
seul  tenant  D,  //  est  possible  de  définir  une  série  de  fractions 
rationnelles  dont  la  somme  soit  une  fonction  uniforme  dont  la 
région  d'existence  est  D.  Nous  démontrerons  ici  la  première  de 
ces  propositions  et  nous  verrons  qu'on  peut  en  déduire  facilement 
la  possibilité  de  représenter  la  fonction  par  la  somme  d'une  série 
de  polynômes,  dans  tout  domaine  limité  par  un  seul  contour  à 
1  intérieur  duquel  elle  est  régulière. 

Prenons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  d'une  fonction /(j?)  régu- 
lière dans  le  domaine  fermé  D,  limité  par  le  contour  rectifiable  C  : 
je  vais  montrer  qu'on  peut  remplacer  l'intégrale  de  Cauchj  par 
une  série  de  fractions  rationnelles  possédant  les  mêmes  pro- 
priétés que  cette  intégrale,  c'est-à-dire  ayant  pour  somme  f{x) 
à  1  intérieur  de  D  et  zéro  à  l'extérieur.  Soit  D'  un  domaine  inté- 
rieur à  D  et  sans  point  commun  avec  lui,  o  la  plus  courte  distance 
des  deux  frontières.  On  a 


cette  intégrale  est  la  limite  pour/?  =  oc  de  la  somme 

il-     ^  Z,-:r  -Sp^^h 


en  désiiînant  par  ^^o?  's-:  ^i-,  •••»  ^p-\i  Zp^^^z^  des  points  consé- 
cutifs de  la  courbe  C  et  tels  que  la  distance  qui  sépare  deux  points 
voisins  ait  pour  limite  o  avec  —  •  On  peut  écrire 


P 

A=p—i 


et 


:;+! 


f(z/,)dz 


k  =  p—l 


(')    RuNGE,   Zar    Théorie   der  eindeiitigen  analytischen  Functionen    {Acta 
mathematica,  t.  VI.  i883,  p.  129). 
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f  1  " 

Si  z  reste  sur  C  et  ^  dans  D',  la  fonction  - — —  des  deux  variables 

z  et  ^  est  continue  [)ar  rapport  à  l'ensemble  des  deux  variables; 
elle  est  donc  uniformément  continue,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
prendre  le  plus  grand  des  arcs  ZhZh^\  assez  petit  pour  que,  z  étant 
un  point  de  cet  arc,  on  ait,  quel  que  soit  k  et  quel  que  soit  x 
dans  D', 

\z X  Zli X 

on  en  déduit 

l  étant  la  longueur  de  la  courbe  C.  Donc,  lorsque  p  augmente 
indéfiniment,  gp{x)  a  pour  limite /(^).  Soit  D"  un  domaine  exté- 
rieur à  D  et  sans  point  commun  avec  lui  ;  le  même  raisonnement 
prouverait  que  la  suite  gp{oo)  a  pour  limite  la  valeur  de  l'intégrale 
c'est-à-dire  zéro,  lorsque  x  est  dans  D''.  Soit  alors  D,,  D!,,  ...  D^^  ..., 
une  suite  de  domaines  emboîtés  ayant  pour  limite  D  et  D'J,  D!^, . . ., 
DJ^,  ...  une  suite  de  domaines  emboîtés  ayant  pour  limite  l'exté- 
rieur de  D.  On  peut  trouver  une  fraction  rationnelle  gn{x)^  telle 
que 

l/(^)  — e^'/(^)|<  -  dans  D'„, 


fi 


|^«(^)  I  <  -  dans  d;,, 


La  série 

converge  \ersf(x)  dansD  et  vers  zéro  à  Textérieur  de  D;  la  con- 
vergence est  uniforme  dans  tout  domaine  D'  intérieur  au  domaine 
ouvert  D,  et  dans  tout  domaine  D"  extérieur  au  domaine  fermé  D. 
Remarquons  que  les  pôles  des  termes  de  la  série  sont  tous  situés 
sur  G. 

Si  le  domaine  D  était  limité  par  plusieurs  contours,  le  raison- 
nement serait  applicable  au  contour  total  C  et  l'on  arriverait  aux 
mêmes  conclusions. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  général  d'un  domaine  D 
quelconque,  mais  d'an  seul  tenant,  qui  pourra  être  le  domaine 
d'existence  de/(x)  et  dans  lequel  cette  fonction  pourra  avoir  des 
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pôles.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que,  dansD,/(^)  peut 
être  représentée  par  la  somme  d'une  série  de  fractions  rationnelles. 
On  peut  toujours  supposer  que  D  ne  contient  pas  le  point  à  l'infini, 
car  si  la  fonction  f{x)  était  régulière  à  l'infini,  ou  j  admettait  un 
pôle,  il  suffirait  de  faire  la  transformation 


X 


Xq  étant  un  point  singulier  de/(^)  et  la  fonction 

/i(^')=/(^o+^) 

aurait  un  point  singulier  à  l'infini.  Si  l'on  peut  représenter  f^  {x') 
par  une  série  de  fonctions   rationnelles  en  x' ^  la  substitution  de 

— î —  à  x'  nous  permettra  de  représenter /(:r)  par  une  série  de 

X  —  a?,)  ^ 

fractions  rationnelles  en  x.  Nous  admettrons  donc  que   tous  les 
points  de  D  sont  à  distance  finie. 

Considérons  un  carré  Ta  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes  OÇ, 
Ori,  ont  pour  longueur  2";  par  des  parallèles  à  ces  côtés,  équidis- 
tantes  de  \;  partageons-le  en  2'"'  petits  carrés  égaux  v,^.  Soit  D,^ 


Fig.  ;>. 


'MM^^^^M^^;<À^MÀ/^/>}/>^À^^^ 


l'ensemble  de  lous  les  carrés  y^^  qui  sont  à  l'intérieur  de  D  et  tels 
que  les  huit  carrés  y  adjacents  à  chacun  d'eux  soient  aussi  intérieurs 
à  D  (yZ«".  2).  Si  Ton  donne  à  n  les  valeurs  des  nombres  naturels, 
on  obtient  ainsi  une  suite  de  domaines  D,,  D2,  . .  .,  D,i  . . .  qui  ne 
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seront  pas,  en  général,  fl'iiii  seul  temuil.  .If;  «lis  que  cliiifiin  de 
ces  domaines  contient  le  précédent  (;l  ([na  tout  j)oini  (]\i  domaine 
ouvert  D  appartient  à  Y),t  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 
D'abord  D/^  existe  k  partir  d'un  certain  ran^,^;  montrons  que  I)„^i 
contient  D,^  ;  soit  y,t  un  petit  carré  af)partenant  à  D,;,  il  est  formé 
par  la  réunion  de  quatre  des  carrés  Y,i^<  qui  servent  à  la  définition 
de  D,i^,  ;  chacun  de  ces  quatre  carrés  y^^,  appartient  à  D„^.|, 
puisque  ce  carré  ainsi  que  les  liuit  carrés  y,,^,  adjacents  sont 
contenus  dans  le  carré  formé  par  y,^  et  ses  huit  adjacents,  lequel 
appartient  à  D.  D'ailleurs  les  carrés  y'„^,  (jui  hordent  y,;^,  appar- 
tiennent aussi  à  D„^i  pour  la  même  raison  :  il  en  résulte  que  les 
frontières  de  D,t  et  de  D,i+i  sont  séparées  par  une  hande  formée 
de  carrés  tels  que  y«+i.  Soit  maintenant  un  point  P  de  D,  et  a  un 
nombre  assez  petit  pour  que  le  carré  de  centre  P  et  de  cotés  2  a 
parallèles  aux  axes  soit  tout  entier  à  l'intérieur  de  D;  pour  /i  assez 

grand,  P  est  dans  r,^  et,  si  a  est  supérieur  au  double  de  — .  ce  point 

P  appartiendra  à  un  carré  y,;  qui  sera,  comme  les  huit  carrés  y;, 
adjacents,  intérieur  à  D  ;  P  appartiendra  alors  à  D,/. 

Dans  le  domaine  ouvert  D,/,  la  fonction  y(^)  est  méromorphe  ; 
elle  a  un  nombre  fini  de  pôles  a, ,  a^^  . . .,  cip;  soit 


la  partie  principale  relative  au  pôle  cik  et  /•fi(x),  la  somme  de  ces 
parties  principales.  T^a  fonction 

On(x)  =f{x)  —  rn{x) 

est  régulière  dans  le  domaine  D/^.  Nous  ])Ourrons  donc  trouver 
une  fraction  rationnelle  dont  les  pôles  sont  sur  la  frontière  de  D,| 
et  telle  que  pour  tout  pointer  de  D«_<  on  ait 


où,  en  posant 


\^n{00)  —  gn{^)\  <- 


I/(^)-G„(:r)|<i 
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pour  tous  les  points  de  D/i_,,  qui  ne  sont  pas  des  pôles  àef[x). 
La  série 

Gi(^)  +  [G,(^)-G,(^)]^...--[G„(:r)-G,,_i(^)]4-... 

converge  vers/'(.x)  en  tout  point  de  D,  qui  est  régulier  pour /(jt). 
En  un  pôle  dey(^),  un  terme  de  la  série  et  un  seul  possède  ce 
pôle  avec  la  mcune  partie  principale  que  /(-c),  car  si  0,^  est  le 
premier  domaine  contenant  le  pôle  a,  les  fractions  rationnelles  G«, 
G/j_,,  ...,  ont  toutes  le  pôle  a,  avec  la  même  partie  principale 
que/(:r)  et  le  terme  G«  —  (jn-\  de  la  série  est  le  seul  qui  possède 
le  pôle  a  avec  précisément  la  même  partie  principale  que  J\x).  La 
fonction  f{x)  est  donc  représentée  dans  D  par  la  somme  d'une 
série  de  fractions  rationnelles  (  '  ). 

Ces  fractions  rationnelles  ont  à  l'intérieur  de  D  d'autres  pôles 
que  ceux  de  y(:r),  ce  sont  les  pôles  des  fonctions  gn{x)  situés 
sur  les  frontières  C,i  des  domaines  D/^  ;  en  chacun  d'eux,  il  suffit 
de  supprimer  dans  la  série  des  G,i  (x)  le  terme  qui  admet  ce  point 
comme  pôle   pour  obtenir  une  suite  convergeant  vers  f{x)\  cela 

(')  Voici  une  remarque  qui  nous  sera  utile  :  on  peut  choisir  g^^{x)éQ  manière 
que 

\'i„{x)-gni^)\<)l         dans  D,._i 
et 

\gn{x)\<j^  à  l'extérieur  de  D,.^,; 

déterminons  de  même  une  fraction  rationnelle  p„(^)  telle  que 

I  ''«  C-^)  —  9ni^)  I  <  -  à  l'extérieur  de  D,,^, 


et 


I  P»(^)  I  <  -         dans  D„_,, 


ce  qui  est  possible  puisque  r„(x)  est  régulière  à  Textérieur  de  D,,;  alors,  en  posant 


on  aura 


\f{x)-\\,^{x)\<''-         dans  D,._„ 


•^m(^)  I  <  —  «»  l'extérieur  de  D,,^,, 


// 


et  la  suite  des  fondions  rationnelles  \\,^{x)  convergera  vers  /(x)  dans  D  et  vers 
zéro  à  l'extérieur  de  I). 
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revient  à  remplacer  par  leur  soinme  deux  termes  consécutifs  de 
la  série.  Il  y  a  là  un  inconvénient  aucjuel  M.  Runge  a  remédié  en 
substituant  aux  fractions  rationnelles  G„(x)  d'autres  fractions 
dont  les  pôles  qui  n'appartiennent  pas  à  f(j^)  sont  situés  sur  la 
frontière  G  du  domaine  D. 

La  transformation  repose  sur  le  lemme  suivant  :  Soit  une  frac- 
tion rationnelle  G{x)  ayant  le  seul  pôle  «,  on  peut  construire 
une  fraction  rationnelle  H  {x)  ayant  le  seul  pôle  b  choisi  arbi- 
trairement dans  le  plan^  et  différant  de  G{x)  de  moins  de  z 
pour  tous  les  points  extérieurs  à  une  bande  entourant  un  che- 
min unissant  a  et  b  et  dont  l épaisseur  est  aussi  petite  rju'on  le 
veut.  Soit,  en  effet,  c  une  courbe  joif;nant  les  points  a  et  b^  et  d 
le  domaine  balayé  par  un  cercle  de  rayon  o  dont  le  centre  décrit  c. 
Prenons  sur  cette  courbe  c  les  points  <7,  a,,  ao,  ...,  ar^=^b^  tels 
que  la  distance  de  deux  points  consécutifs  ne  dépasse  pasX"o(Â--<  i). 
On  a 


a 


«1 


X  —  a 


X 


{x  —  cHf 


{a  —  «i)/'-' 
(X  —  ai)P 


la  —  <:/ 1  ,  /'        i 
\x  —  «1/      X  —  rt' 


X  étant  supposé  à  l'extérieur  de  r/,  la  fraction  rationnelle  5(^)  formée 
par  la  somme  des  p  premiers  termes  de  ce  développement  diffère 

de de  moins  de^^/^  en  valeur  absolue,  quelle  ciue    soit  la 

nr  —  n.  r,  il 


valeur  de  x  extérieure  à  d  :  pour  p  assez  grand  la  fraction  s  (x) 
différera  de d'aussi  peu  qu'on  voudra.  De  même,  on  a 


X  —  a 


{x 


-«)n 


«1 


X 


=  [s{x)y', 


et  pour  passez  grand,  le  second  membre  diffère  de 7  d'aussi 

peu  qu'on  le  veut.  On  peut  donc  remplacer  tous  les  éléments 
simples  de  G(.^)  par  des  fractions  rationnelles  ayant  le  seul  pôle 
rt,,  de  manière  que  leur  somme  H,(jr)  diffère  de  G(j)  de  moins 
de  -  en  module.  De  même,  on  constiuira  une  fraction  rationnelle 

H2(-2:^)   ayant  le  seul  pùle  a-,  et  différant  de  H,(j:^)  de  moins  de 
en  module,   etc.;    on   arrivera   ainsi  à  une  fraction  Hu/V  ayant  le 
seul  pôle  b,  dillerant  de  H/_ ,  (x)  de  moins  de  -,  et  par  conséquent 
de  G(^),  de  moins  de  t. 
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On  peut  d'ailleurs,  dans  H(^j,  remplacer  le  pôle  multiple  h  par 
des  pôles  simples  voisins.  Soient  en  effet  ^,,  60,  ...,  hh  des  points 
voisins  de  6,  la  fraction 


{x  —  b^){x  —  b^).  .  At  —  bh) 


a  pour  limite  ^— ^  quand  les  bi  tendent  vers  Z>,  ce  qui  permet 

de  substituer  cette  fraction  à  i—r  avec  l'approximation  qu'on 

(X  —  by^  ^  ^  ^ 

voudra. 

Nous  avons  supposé  le  point  b  à  distance  finie  ;  supposons  main- 
tenant que  ce  soit  le  point  à  l'infini  :  on  fera  la  transformation 

I 

X  =  1-, 

xi—bi 

bi  étant  un  point  quelconque,  qui  remplace  la  fraction  G(x)  par 
la  fraction  G»  (oC^  )  ayant  l'unique  pôle 


a,  =  è,  H — 
a 


(on  peut  toujours  supposer  que  a  n'est  pas  nul).  La  fonction  G,  (^,  ) 
peut  être  remplacée  par  la  fraction  H,  (.x^  )  ayant  le  seul  pôle  bi  et 
la  transformation  inverse  nous  donnera  un  polynôme  entier  }\(x). 
Appliquons  ce  lemme  à  la  fraction  gn{oc)  dont  les  pôles  sont 
sur  C/i.  Soit  a  un  de  ces  pôles  ;  je  peux  le  joindre  à  un  point  ^  de  G 
sans  traverser  \^,i-\  \  en  effet,  si  les  carrés  de  T>n-{  enveloppaient  a 
de  toutes  parts,  il  y  aurait  nécessairement  dans  l'aire  ainsi  en- 
tourée, des  points  de  G  auxquels  je  pourrai  le  joindre,  sinon  tous 
les  points  de  cette  aire  appartiendraient  à  D,  donc  à  D„_<,  ce  qui 
est  impossible  puisque  a  n'appartient  pas  à  D//_,.  Je  peux  donc 
remplacer  g,i{^)  p«»r  une  fraction  h,i{x)  dont  les  pôles  sont  sur  G 
et  qui,  à  l'intérieur  de  ^u-\  diffère  de  gn  (jc)  de  moins  de  -•  Alors, 
si 

ou  aura 

|/(.r)--II,(a;)|<| 

pour  lonl   point  de  J)/,_(.  (jui  u'esl  pas  un  pôle  àc  f{^x).  La  série 
II, (.r)  +  I  Il2(^;)  -  -  II,(:r)l  +.  .  .  -h  [  H.(:r)  -  \\„^,{x)\  -+-... 
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a  pour  somme  J\x)  en  tous  les  points  réj,ailiers  de  IJ  :  en  un  pôle, 
un  terme  de  la  série  et  un  seul  devient  infini  et  sa  partie  principale 
est  précisément  celle  de  ce  pôle  dans /"(:&■). 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  f  {x)  soit  ré<,ailière  dans 
D  et  que  le  domaine  extérieur  à  D  soit  d'un  seul  tenant  :  on  peut 
joindre  chaque  point  de  C,  à  un  même  point  a,  extérieur  à  D,  par 
des  lignes  ne  traversant  pas  D,  et  remplacer  chaque  fraclion  H„(x) 

par  une  fraction  P„  (  _  j  ayant  le  seul  jx^lc  a.  L;i  fonctionyYj:) 
sera  alors  représentée  par  une  série    de   polynômes  en (jui 

convergera  uniformément  à  l'intérieur  de  D.  Si,  en  particulier,  on 
prend  le  point  a  à  l'infini,  on  représentera  la  fonction  parla  somme 
d'une  série  de  polynômes  entiers  en  x. 

Remarques  sur  les  développements  de  M.  Appell. 

Les  résultats  précédents  peuvent  être  rattachés  à  une  autre 
méthode  que  M.  Appell  a  fait  connaître  en  1882,  pour  représenter 
par  des  séries  de  fractions  rationnelles  les  fonctions  holomorphes 
dans  une  aire  limitée  par  des  arcs  de  cercle  (  '  ). 

Soit  D  un  domaine  dont  le  contour  G  est  formé  par  p  arcs  de 

cercle  C|,C2,  ...,  C^,  ayant  pour  centres  les  points  j:,,  jto?  ...^Xp 
et  tournant  tous  leur  convexité  vers  l'intérieur  du  domaine;  sup- 
posons en  outre  qu'aucun  point  du  domaine  ouvert  D  n'appartienne 
à  l'un  de  ces  cercles  :  tétant  un  point  intérieur  à  D  elf(x)  régu- 
lière dans  ce  domaine,  on  a 

^  .iiTZ  ,  A,       Z  —  x  ?.  l  -  ^^      !..       Z  —  T 

Supposons  que  x  reste  à  l'intérieur  d'un  domaine  D'  intérieur 
àD,  on  aura,  quelque  soit/r, 


X/, 


X  —  .r/. 


<r\         (ti<i)- 


(')  Voir  Acta  mathematica,  l.  I,  18S2,  et  DéK'elopj>emeiils  en  séries  d'une 
fonction  holoniorphe  dans  une  aire  /imitée  par  des  arcs  de  cercle  {Math. 
Annalen,  Bd.  XXI,  iS.'^o,  p.  118). 
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Or 


Xl- —  {^X  —  Xk) 


X  —  X/c  {X  —  Xkf  (  ^  —  ^k)'^ 


en   intégrant   terme  à   terme  la  série  uniformément  convergente 
obtenue  en  multij)liant  par*^-^  les  deux  membres  de  l'égalité  pré- 


cédente,  il  vient 


2»-Jr. 


rf{z)dz        \],      ^        A| 

1                     * 

'-      Z  — X             X X/^           (X  —  X/c)- 

{x—X/c)f 

ou 


Al  =  --l-   ff(z)(z-x,)T-ydz; 
en  répétant  ce  calcul  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  on  obtient 

AaO_y'r        ■''  ■  ^"'  I  I  ^'-        1 

•^^    ^      ^  lix  —  Xi)'/   '   (x  —  x.,y/      '         {^  —  ^pY^j 
<i .- 1 

et  f  {x)  est  représentée  par  une  somme  d'une  série  de  fractions 
rationnelles,  convergente  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  àD,  les 
seuls  pôles  des  fractions  étant  les  points  .r,,  Xn-,  ...  Xp  extérieurs 
à  D  (').  La  convergence  de  cette  série  est  uniforme  lorsque  x  est 
dans  le  domaine  D';  en  elTet  le  module  de  l'erreur  commise,  en 

s'arrêtant  au  y"'"'^  terme  du  développement  de -^ >  par  rapport 

/N»  —  OC 

aux  puissances  de ,  est  celui  de  l'expression 

'  X  —  Xl-  ^ 


Ou  "^  OC  f^  j     *^  "  '  oc 


et  en  s'arrélaut  au  y''""'  terme  de  la  série  qui  représente  1  inté- 
grale prise  le  long  de  C^,   le  module  de  l'erreur  est  celui  de 


-4-  f  -l^ 


f(z)    1  z  —  xu\'i 


X  \x  —  .r/.- 


iz. 


(')    Le    iiu'iuc   raisoniicmont    prouve  que   lu    série  est  couvcigenle    cl    a    pour 
somme  zéro  pour  tous  les  points  extérieurs  à  I)  et  à  tous  les  cercles. 
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qui  est  inférieur  àMy,*,  M  étant  un  nombre  lixe,  indépendant  de  // 
et  de  x\  donc,  en  s'arrctant  au  ^''■""-"  terme  de  la  série  (jui  donne 
/■(^),  on  commet  une  erreur  dont  la  valeur  absolue  ne  dépasse 
pas  M'y)'?. 

Supposons  que   D  soit  limité   par   un  seul  contour  et  prenons 
d'abord  assez  de  termes  dans  la  série  [>our  qu'on  ail,  x  étant  d.ms 

|/(:r)-R„(:r)l<^, 

Rn(^)  étant  la  somme  des  termes  qu'on  a  pris;  1\  est  une  fraction 
rationnelle  dont  les  pôles  sont  les  points  x^.  Le  domaine  D  étant 
limité  par  un  seul  contour,  on  peut  joindre  les  points  Xh  au  point 
à  l'infini  par  des  lignes  ne  traversant  pas  D,  et  trouver  un  polynôme 
P„(:r),  tel  que,  à  l'intérieur  de  D', 


et  le  polynôme  P/i(^)  différera  de /(j;)  de  moins  de  -.  en  module, 
lorsque  x  est  dans  D'. 

On  déduit  facilement  de  là  la  possibilité  de  représenter  f  {x) 
par  une  série  de  polynômes  dans  une  aire  D,  limitée  j)ar  un  seul 
contour,  en  remarquant  que  la  méthode  de  M.  Appell  suppose 
seulement  que  chaque  point  du  domaine  est  extérieur  à  tous  les 
cercles.    Soit  D/^    le    domaine    obtenu    en   retranchant    de    D    \\\ 

portion  balayée  par  un  cercle  de  rayon  —  >  dont  le  centre  décrit  la 

frontière  G.  Pour  n  assez  grand,  D„  existe  et  ce  domaine  est  d'un 
seul  tenant.  On  peut  tracer  un  contour  situé  dans  l'anneau  com- 
pris entre  D„  et  D/,_j.,,  contenant  D,^  à  l'intérieur,  formé  d'arc> 
de  cercles  tournant  tous  leur  convexité  vers  D,<,  ces  cercles  étant 
contenus  tout  entiers  dans  l'anneau.  Soit  alors  P//(j?)  un  polynôme 

entier  qui,  dans  D,/,  diffère  de/(.x')  de  moins  de     •  La  suite  P//'y) 

a  pour  limite /(.r)  lorsque  x  est  un  point  intérieur  de  I),  car  ce 
point  appartient  à  D,^  pour  n  assez  grand. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  domaine  I  ), 

dans  lequel  j\x)  était  représentée  par  une  série  de   polynômes, 

était  à  distance  finie.  Supposons  ({u'il  s'étende  à  l'inlini  et  soit  D 

la  portion  de  ce  domaine  contenue  dans  un  cercle  de  rayon  //  et  de 

M.  3 
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centre  origine.  11  existe  un  polynôme  Pn(^)  qui  dans  D;^  diffère 
de/(^)  de  moins  de—;  la  suite  des  polynômes  P«(^)  converge 
vers/(^)  en  tous  les  points  du  domaine  ouvert  D. 


Les  polynojnes  de   TcliebicJieff. 

Étant  donnée  une  fonction/(ç)  de  la  variable  réelle  E,  continue 
dans  un  intervalle  (a,  />),  il  existe  un  polynôme  entier  de  degré  n 
au  plus,  ri//(;)  pour  lequel  le  maximum  de  |/(ç)  —  n«(0|  est 
inférieur  ou  égal  à  celui  qu'on  obtiendrait  en  remplaçant  n„(H)  par 
tout  autre  polynôme  de  degré  /?.  Le  polynôme  n„(ç)  fournit,  pour 
représenter  /(ç),  une  approximation  supérieure  à  celle  que  don- 
nerait un  autre  polynôme  du  même  degré  ;  ce  polynôme  de  degré  n 
au  plus  est  unique  et  s'appelle  un  polynôme  de  Tcliebiclieft'  (  *). 

Soity(.r)  une  fonction  continue  de  la  variable  complexe  x  dans 
le  domaine  fermé  D;  il  existe  un  poljnome  entier  en  x  de  degré  n 
au  plus,  Il«(.r)  tel  que  le  maximum  du  module  de/(^)  —  Wu{x) 
soit  inférieur  ou  égal  au  maximum  du  module  de  la  différence 
correspondante  pour  tout  autre  polynôme  de  degré  n  au  plus. 
La  démonstration  est  la  même  que  pour  le  cas  des  variables 
réelles  et  je  renverrai  pour  ce  point  à  l'Ouvrage  de  M.  Borel.  Au 
contraire,  les  démonstrations  des  propriétés  des  polynômes  n„(^) 
sont  différentes  des  démonstrations  de  ces  mêmes  propriétés  dans 
le  domaine  réel,  démonstrations  dont  l'extension  au  cas  des 
variables  complexes  semble  délicate  (^). 

Le  polynôme  n,;(:r)  de  degré  n  au  plus  est  unique  (^);  ce 
résultat  sera  la  conséquencede  la  proposition  suivante  :  Soit  a  le 
maximum  du  module  de  /[x)  —  n„(^),  où  U,i{x)  est  le  poly- 
nôme de  Tchebicheff  de  degré  /i,  il  y  a  au  moins  n  H-  i  points 
en  lesquels  ce  module  est  égal  à  ijl.  Supposons,  en  effet,  que  le 
module    de    celle    différence    soil    égal    à  jj.   en  p^n-{-  i    poinis 


(')    Voir  BoRKL,  Leçons  sur  tes  /onctions  de  variabtes  réelles,  p.  82. 

(')  J'iii  utilisé  ici  le  Mémoire  de  M.  L.  Tonelli,  7  poUnomi  d'approssiniazione 
di  Tchcbycliev  {Annati  di  Maleniatica,  t.  XV,  juin  1908). 

C)  Au  contraire,  pour  une  fonction /(^,  t^)  de  deux  variables  réelles,  il  existe 
plusieurs  ou  même  une  inlinilé  de  polynômes  n,,(Ç,T,)  de  degré  n  (Tonelli,  loc. 
cit.). 
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seulement  et  soient  |i.,,  ia^,  . . .  \J.p  les  \aleurs  de 

f{x)  —  U{x)  =  <ifix) 

en  ces  points  x^^  x^t  • .  • ,  Xp\ 

I  f^i  I  =  I  1-^2 1  = . .  •  =  1 1^/.  1  =  i^. 

Il  existe  au  moins  un  polynôme  de  de^ré  /i,  m{x)  ([ui  est  égal 
kf^x)  en  ces  p  points  puisque/?  ne  dépasse  pas  /i  -f-  i  ;  formons 
la  différence 

^[X)  =  f{x)  —  [\\{X)^  'XTJ^{X)\  =  '^(X)  —  7.Tl^ix) 

dans  laquelle  a  est  un  nombre  réel  compris  entre  o  et  i .  Les 
fonctions  o  eixs  sont  continues  dans  le  domaine  fermé  D;  on  peut 
autour  de  chaque  point  de  ce  domaine  décrire  un  cercle  de  rayon  s, 
tel  que  la  différence  de  deux  valeurs  de  o  ou  de  deux  valeurs 
de  TU,  en  deux  points  du  cercle  intérieurs  au  domaine,  ait  un  module 

inférieur  à  -  ajji.  Décrivons  autour  des  points  x^^X2i  . .  .^Xp  comme 

centres  des  cercles  de  rayon  p  ;  on  a,  à  l'intérieur  et  sur  la  circon- 
férence de  chaque  cercle, 

puisqu'on  a  au  centre 

et  dans  le  cercle 

\'^{x)  —  ^{xi,)\<  \o{x)  —  o{xi,)\-\-\m{x)  —  Tn{Xk)\  <  -.ua. 

Dans  le  domaine  D,  formé  par  la  partie  de  D  extérieure  aux 
cercles,  |  ^{x)  \  a  un  maximum  [jl,  inférieur  à  u.  et  |  ro(j:')  |  un  maxi- 
mum [Ji',  on  a  donc 

prenons 


c'est-à-dire 


1^1+  a!a'<  ta, 
a  <   ; y 
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le  maximum  de  |  'l{x)  \  dans  le  domaine  D  tout  entier  est  inférieur 
à  \x  et  le  poljnome  W.  {x) -\- ^rs [x)  de  degré  îi  donnant  une 
approximation  supérieure  à  celle  de  ^{x)^  ce  dernier  polynôme 
ne  serait  pas  un  polynôme  de  TchebichefF  de  degré  n. 

Admettons  maintenant  l'existence  de  deux  polynômes  de  Tche- 

bicheffde  degré  /?,  FI  (^)  et  II,  (^),  le  polynôme — — — î- est  aussi  un 

polynôme  de  Tcliebichefl'de  degré  /?,  car  on  a 

,.  ^      ,^  .      n{x)-^\\,{x)      [/(.r)-n(.r)]^[/(^)-ni(r)] 
?(«^)  =j(^) 7^ = :^ 

l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  \f —  FT  |  et  \f —  II,  |  sont 
tous  deux  égaux  à  [Jl,  si  a  est  le  maximum  correspondant  à  II  et 
à  n,  ;  en  un  point  où  l 'I»  |  atteint  son  maximum  a,  on  a  donc  néces- 
sairement 

l/-n|  =  i/-n,i-.u 

et  les  arguments  de  ces  différences  sont  égaux,  sinon  le  module  de 
leur  demi-somme  serait  inférieur  à  jjl;  donc  ces  difîérences  sont 
égales  et  il  en  est  de  même  de  Fï  etlT,.  Ces  deux  derniers  polynômes 
de  degré  n  sont  donc  égaux  pour  n  -\-  9.  points  au  moins,  les  n  -h  i 
points  en  lesquels  le  module  de  '}(.^)  atteint  son  maximum  a  :  ils 
sont  donc  identiques. 

Ainsi,  à  une  fonction  donnée  y(»r),  correspond  un  seul  polynôme 
de  Tcliebicheir  de  degré  n  :  cette  correspondance  est  continue^ 
en  d'autres  termes,  étant  donné  un  nombre  positif  î  arbitrairement 
petit,  on  j)eul  lui  faire  correspondre  un  nombre  r,  tel  que  l'inégalité 

(I)  \f{x)-^{x)\<r, 

vérifiée  pour  tout  |)oint  .r  de  I),  entraîne  l'inégalité 

|ll(;r)  — nj(.r)|  <£ 

pour  tout  point  .r  de  D  aussi,  II  étant  le  polynôme  d'approxi- 
uiation  de  degré  n  de  la  fuuclion  /,  et  ro  celui  de  'o.  En  effet,  s'il 
en  était  autreuient,  on  pourrait  trouver  un  nombre  t  tel  que,  quelque 
petit  que  soit  t,,  il  y  aurait  une  fonction  cp  vérifiant  l'inégalité  (  i) 
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et  pour  laquelle  on  aurait  en  un  point  de  D 

I  n  -  m  I  >  £. 

Donnons  à  -f\  les  valeurs   i ,-,...,_,...   et  soient  ':>,,  '^.,   .. 

■>.  j)  .  '     .  -' 

cp/,  . . .  les  fonctions  o  correspondantes,  rr,,  ttt^,  ...,  ttt^,  ...  leurs 

polynômes  de  Tcliebicheir;  les  polynômes  mp  sont  hornés  dans  D; 

en  elï'et,  si  M  est  le  module  maximum  de/,  on  a 


et 


I  o^  |<  M  ^  -  , 
P 


^„-ii|^|cp,,_/i-i-|/_n|-ja-^l, 


[A  étant  le  maximum  de  \f —  FI  |  ;  th^,  donnant  une  approximation 
au  moins  égale  à  eelle  de  II,  la  dillerence  \^p  —  ttt,,  |  a  un  module 

maximum  au  plus  égal  à  uH , 


donc 


I   Cpp—  T7Î/,  1^1^-+-   -, 


I  ^y  I  ^  I  ?/^  1  +  [^  +  -  <  M  +  |JH-  -  <  M  -T-  fjL  -h  2. 


Les  -mp  étant  bornés,  on  peut  de  la  suite  de  ces  polynômes 
extraire  une  suite  nouvelle  qui  converge  uniformément  vers  une 
fonction  limite  tïï  :  cette  fonction  est  un  polynôme  de  degré  n  ('). 
Continuons  d'appeler  tu,  ,  tjs^^  . . . ,  w^,  . . .  la  suite  de  polynômes  qui 
converge  vers  tïï  :  cette  suite  étant  extraite  de  la  première  ne  peut 
converger  uniformément  vers  n(x).  Le  module  de/ —  ts  ne  peut 
être  inférieur  à  (ji,  je  dis  qu'il  ne  peut  pas  non  plus  lui  être  supé- 
rieur ;  en  effet,  l'inégalité 


TÎT  ,J  ^  (JL  H 

p 


entraîne,  en  passant  à  la  limite 

|/-Tn|>f^. 

Donc  TJ5  est  identique  à  II,  puisque  le  polynôme  d'approximation 


(*)  On  le  voit,  en  répétant  dans  le  cas  des  polynômes,  le  raisonnement  de  la 
page  23. 
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àef(x)  est  unique;  on  a  donc  pour/?  assez  grand 

IlI-TÎJ/,  I<£, 

ce  qui  est  contraire  à  Tliypothèse  (  *  ). 

Supposons  maintenant  que  /(^)  soit  une  fonction  holomorplie 
dans  le  domaine  D  et  continue  sur  le  contour  C,  il  existe,  quel  que 
soit  £,  un  polynôme  i^(^),  tel  que 

j/(.T)-P(^)|<£ 

dans  D. 

Supposons  qu'on  ait  calculé  les  polynômes  de  Tchebicheff  II,, 
Yl.2,  ...,  n«,  ...  dont  les  degrés  sont  respectivement  i,  2,  ..., 
/i,  ...  au  plus.  Soit  UL//  le  module  maximum  de  / — II,;,  les 
nombres  ijl«  ne  croissent  jamais  avec  /?,  car  un  polynôme  de 
degré  n —  i  peut  être  considéré  comme  un  polynôme  de  degré  n 
dont  le  premier  coefficient  est  nul;  d'ailleurs  aucun  u./^  n'est  nul, 
si  f{jc)  n'est  pas  un  polynôme.  La  suite  p./^  a  une  limite  a  quand 
Il  croît  indéfiniment  et  cette. limite  est  nulle,  sinon  il  n'existerait 
aucun  polynôme  P  pour  lequel  la  difierence  / —  P  ait  un  module 
maximum  inférieur  à  [jl.  La  série  de  polynômes 

n,-t-(no-n,)H-...+  (n„-n„_i)-i-... 

a  pour  somme  y*  et  la  somme  n„  des  n  premiers  termes  de  cette 
série  est  un  polynôme  de  degré  n  au  plus  qui  représente  y*  avec 
la  meilleure  approximation  possible  pour  un  polynôme  de  ce 
degré  (-). 

On  peut  espérer  déduire  de  la  considération  des  polynômes  TI,;, 
relatifs  à  une  fonction  holomorplie  f{oc)^  la  démonstration  de  la 
possil)ilité  de  développer  /en  série  de  polynômes. 

Remarquons  que  tous  les  11,^  sont  bornés,  car 

|n„|<M4-  HL„<M-i-  ixu 
M  étani   le  module   maximum  de /dans  D.  Donc  de  toute  suite 


(')  Les  (lémoiistralions  qui  j)récèdent  s'appliquent  aussi  aux  fonctions  d'une 
variable  réelle,  car  des  polynômes  de  degré  n  bornés  sur  un  segment  sont  bornés 
dans  tout  domaine  contenant  ce  segment. 

(^)  Si  l'on  convient  <|ue  Tapproxiinalion  est  mesui'ée  par  la  valeur  maximum 
(le  1/ —  r  |;  on  pourrait  adopter  une  autre  convention. 
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infinie  de  polynômes  fl^,  on  peul  exiraire  un*;  suite  nouvelle  con- 
vergente, pour  laquelle  ^j.u   a   une  limite  ;jl.  11  faudrait  démontrer 

que  ui  =  o  f  '  ). 


(■)  Il  est  cligne  de  remarque  que,  pour  le  théorème  correspondant  relatif  aux 
fonctions  d'une  variable  réelle,  la  difficulté  réside  dans  la  démonstration  que  toute 
suite  infinie  des  n„  donne  naissance  à  une  suite  convergente.  Cette  proposition 
établie,  on  en  déduit  que  \i.  =  o  {voir  Tonelij,  loc.  cit.,  \>.  Oo).  C'est  le  contraire 
qui  se  présente  pour  le  domaine  complexe. 


CHAPITRE  III. 

LES  SÉRIES  DE  POLYNOMES  ET  LA  REPHÉSENTATION  CONFORME. 


Les  seines  de  puissances  d^une  fonction. 

Les  développements  en  séries  de  polynômes  obtenus  au  Chapitre 
précédent  ont  été  déduits  de  la  considération  de  lintégrale  de 
Gauchj  :  si  nous  associons  à  l'emploi  de  la  formule  de  Gauchy  le 
procédé  de  la  représentation  conforme,  nous  obtiendrons  de  nou- 
veaux développements  importants. 

Soit  F(^)  une  fonction  holomorpbe  dans  une  aire  D,  limitée 
par  un  contour  simple  G  :  cette  fonction  peut  être  représentée  par 
la  somme  d'une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes d'une  fonction y(^)  qui  ne  dépend  que  du  domaine,  les 
coefficients  du  développement  dépendant  seuls  de  la  fonction  F(  j?). 
On  aura 

(i)  F(a7)  =  «0-^  «i/(^)  +.  ..+  «„[/(a7)]«  + 

Lorsque  D  est  un  cercle,  nous  retrouverons  la  série  de  Taylor 

en  prenant 

f{x)  =  x-a     (1). 

Soit/(:r),  la  fonction  liolomorphe  qui  permet  d'effectuer  la 
représentation  conforme  de  Taire  G,  sur  un  cercle  F  de  rayon  /• 
limité  par  la  circonférence  y.  La  transformation 

X  =f(x)        ou        X  =  9(X) 
(/  est   liolomorphe  dans  1)   et  cp  dans   V)  fait  correspondre   à  la 

(')  PuiSKUx,  liecherclies  sur  les  fractions  algébriques  {Journal  de  Liom'ille, 
t.  XV,  i85o,  p.  38o)  se  propose  de  développer  les  racines  y  d'une  équation  algé- 
brique <ç{x,y)  -- o  suivant  les  j)uis5ances  d'une  fraction  rationnelle  de  x.  J'ai 
surtout  utilisé  pour  la  rédaclion  des  pages  ^ui  suivent  le  Mémoire  de  M.  Faber, 
Ueber  Reihentwickelungen  analytischcr  Funktionen  {Inaugural  Dissertation, 
Miinrhen,  1902). 
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fonction  F(^)  une  fonction  F,  (X  )  =  F[cp(\^]  holomorplie  dans  F; 
on  aura  donc 

(2)  F.CX)  =  ao-f-<^.XH-...-^a,,X"-h... 

où 

Y  est  une  circonférence  concentrique  à  *'  et  de  rayon  inférieur 
à  /•,  mais  aussi  voisine  de  y  qu'on  le  veut;  C  est  le  contour  qui  lui 
correspond  dans  la  représentation  conforme  ou  toute  autre  c<jurhe 
de  D  entourant  le  point  correspondant  à  ^  =  o.  La  valeur  de  a,i  est 
indépendante  du  rayon  dé  y',  puisque  F<  (X)  est  lioloniorplie  dans 
le  domaine  ouvert  F  :  le  développement  (2)  est  par  conséquent 
valable  pour  tout  point  X  intérieur  à  F,  et  en  remplaçant  X  par 
f{^)i  on  voit  que  le  développement  (  1  )  est  valable  pour  tout  point 
X  intérieur  à  D.  Soit  M  le  module  maximum  de  F(x)  dans  G'  et 
par  conséquent  de  F,  (X)  dans  y  ;  on  a 

AI 
/•'  étant  le  rayon  de  y';  donc 

car  /•'  est  aussi  voisin  de  /•  qu'on  le  veut. 

Réciproquement,  donnons-nous  une  suite  de  nombres  arbi- 
traires ani  tels  que  lim^|a,i|  ne  dépasse  pas  ->  la  série  (i)  con- 
verge uniformément  à  Fintérieur  de  D  et  la  somme  de  cette  série 
est  une  fonction  holomorpbe  dans  D  (-\ 

(')  L'expression  limw,,  représente  la  plus  grande  des  limites  des  noml)res  f/„;  si 
l'on  suppose  que  a„  est  l'abscisse  d'un  point  Li,,,  Unu/„  sera  l'abscisse  du  point  de 
Tensemble  dérivé  des  U„  qui  a  l'abscisse  la  plus  grande;  ce  point  existe,  puisque 
l'ensemble  dérivé  est  fermé. 

(^)   Si   les    nombres  a„   ne  sont   assujettis   qu'à   la   condition    de  fournir    pour 

ÏÏmv'l  a„  !  un   nombre  inférieur  à  -y  la  fonction   K(\)  admettra  en  général   la 

courbe  G  comme  coupure.  La  démonstration  est  immédiate  lorsque  C  est  une 
courbe  analytique  régulière;  en  effet,  dans  ce  cas,  /{x)  est  holomorpbe  sur  C; 
si  F{x)  peut  être  prolongée  au  delà  de  C,  la  fonction  K,  (\  )  =  F[9(  \  )]  peut 
être  prolongée  au  delà  de  y,  mais  cela  est  impossible  en  général,  car  la  fonction 
Fi(X)  =  Sa„X"  admet  en  général  son  cercle  de  convergence  comme  coupure. 
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Si  le  domaine  D  est  annulaire  et  limité  par  deux  contours 
simples  G,  et  G2,  nous  arriverons  à  un  développement  analogue  à 
celui  de  Laurent.  On  peut  faire  la  représentation  conforme  de  ce 
domaine  sur  l'aire  comprise  entre  deux  circonférences  concen- 
triques V,  et  Y2  et  de  rayons  /■,  et  7^2  {f'\  <^f'2)-  Soient 

\  =f{x),         ic  =  o(X) 

les  formules  de  transformation,  la  fonction  F<  (X)  =  F['j(X)]  est 
maintenant  holomorphe  dans  Tanneau  circulaire  y,  V2  et  l'on  a 

n=z-\-  X 

F,(X)=.    2    a„X«, 

n  —  —  00 

d'où 

avec 

_     I       r¥^{'L)cVl  _      I       r¥{z)f'{z)dz 

y'  est  une  circonférence  comprise  entre  yi  et  Vo  ^t  C'ia  courbe  cor- 
respondante ou  toute  autre  courbe  enveloppant  C<  et  située  dans 

DC). 


(')  Si  le  domaine  D  est  limité  par  des  courbes  C,  C,,  Gj,  ...,  C^  et  s'il  est  pos- 
sible de  faire  la  représentation  conforme  de  D  sur  un  domaine  limité  par  une  cir- 
conférence Y  et  des  circonférences  y,,  y.,  ...,  y^  intérieures  à  y,  on  démontre  de 
même  le  développement 

nz=.  (X>  f{  :=p      n  =:  ce 

G;  étant  le  centre  du  cercle  y^.  Mais  la  possibilité  de  la  représentation   conforme 
n'est  pas  rigoureusement  démontrée. 

M.  Painlevé  [5a/-  les  lignes  singulières,  etc.  {Annales  de  Toulouse,  1888)] 
a  représenté  une  fonction  analyticiue  /(.r)  possédant  des  lignes  singulières  par 
des  développemcnls  de  la  forme  précédonlc.  Si  l'on  fait,  en  eiïet,  la  représentation 
conforme  du  domaine  A  extérieur  à  un  contour  G  enfermant  une  ligne  singulière 
de  V{x)  sur  le  domaine  extérieur  à  un  cercle  y  de  centre  G,  on  obtient  pour  la 
fonction  ¥{x),  supposée  régulière  dans  A,  un  développement  de  la  forme 

/l  =    00 

F(.r)==   y  a„ 


L^     "Yf{x)-c\" 
Il  suffit  de  supposer  que  le  contour  G,  du  texte  s'«st  éloigné  à  l'infini.  Lorsque 
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Revenons  au  clévelopjxînient  (i).    Les  coefficients  û„   peuvenl 

s'obtenir  aisément  par  l(.'   tliéorèmc  des  résidus.  f{x)  s'annule  en 

un  point  de  D,  celui  qui  (correspond  ;iu  centre  de  v;  ce  point  peut 

être  clioisi  arbitrairement  dans  D. 

L'intégrale 

^        r  Vizyf'iz) 

Vf. 
est  égale  au  résidu  du  pôle  de  ^r^^  qui  correspond  au  zéro  de  fi  x). 

Soit 

cp  (  X  )  =  «1  X  -^  a2  X^  4- . .  . -f-  a„  X« -f- .  .  . 

le  développement  de  Mac  Laurin  de  la  fonction  ç(Xj  autour  de 
X  =  o  (nous  supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  \  =:  o 
et  ^  ==  o  se  correspondent);  remplaçons  x  =  ':)(X)  par  sa  valeur 
dans  F(^);  on  doit  obtenir 


Fi(X)  =  F[cp(X)]==ao+«,X^...-+-a,,X« 
F (37)  =  Ao+  Aja?  -4-.  .  .^  knX'^^.  . ., 


soit 
on  aura 

F,(X)  =  Ao-4- Ai(aiX4-a2X2 

d'où 


,) 


«0=  Ao,  «1  =  a,  Al, 

^/i  =  ^/7  Al  -f-  ;i2  '^2 


,  .-h  A„(a,X  +  a2X2-h...)'2^ 

rt,  =  ^2  Al  -+-  aj  A2, 
-.  ..-h^/,  A,,. 


Les  coefficients  Uq,  a,, 


a 


ni 


sont  des  fonctions  linéaires 

et  homogènes  de  Ao,  A,,  .  . .,  A,i,  ...  et  peuvent  donc  être  calculés 

lorsqu'on  connaît  un  élément  de  la  fonction  analytique  F{x)  (M- 

Uii  cas  particulier  important  est  celui  oOi  /'(./)  est  un  polynôme 


la  fonction  F(^)  admet  plusieurs  lignes  singulières,  qu'on  pcHt  entenuer  dans  des 
contours  C,.  C^,  ...,  G,,  on  remplace  F(,r)  par  la  somme  de  n  fonctions  dont 
chacune  n'admet  qu'une  seule  des  lignes  singulières  do  F(vr).  11  en  résulte 
que  F(x)  est  représentée  par  la  somme  de  n  développements  de  la  forme  précé- 
dente, la  fonction  f{x)  variant  pour  chaque  développement.  On  voit  ijuon 
pourrait  prendre  la  même  fonction  /,  si  le  théorème  sur  la  représentation  con- 
forme était  établi. 

(^)  C'est  cette  remarque  qui  constitue  une  des  parties  essentielles  do  la  méthode 
de  M.  Painlevé  pour  le  calcul  des  développenioiUs  relatifs  aux  domaines  étoiles. 
On  pourra  voir,  à  ce  sujet,  la  Note  de  M.  Painlevé  dans  les  Leçons  sur  les  va- 
riables réelles,  déjà  citées. 
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entier;  le  domaine  D  est  alors  limité  par  un  arc  de  lemniscate  qui 
n'enferme  qu'un  seul  zéro  du  poljnome/(^);  nous  reviendrons 
dans  le  Chapitre  suivant  sur  les  développements  de  cette  nature. 
Une  intéressante  application  des  développements  (  i  )  est  relative 
à  la  théorie  du  prolongement  analj'tique.  Soit  Xq  un  point  de  la 
circonférence  de  convergence  d'une  série  de  Taylor;  traçons  une 
courbe  C,  intérieure  au  cercle,  tangente  en  ^^  à  la  circonférence 
et  formée  par  un  seul  arc  analytique  et  régulier.  Soit  /(x)  la 
fonction  qui  donne  la  représentation  conforme  du  domaine  D  inté- 
rieur à  C  sur  le  cercle  v  de  rayon  r.  f{x)  est  régulière  dans  D, 
contour  compris;  si  F  est  régulière  en  Xq^  elle  le  sera  dans  le 
domaine  limité  par  une  courbe  C»  extérieure  à  D  et  voisine  de  C; 

F,(X)  =  F[cp(X)] 

sera  donc  holomorphe  dans  un  cercle  y,  extérieur  à  y.  Or  cela 

aura  lieu  si 

lim  v^l  an  I  <  -; 

lorsque 

lim  s/^  an    =  -j 
r 

le  point  Xq  est  singulier.  Dans  la  théorie  du  prolongement  ana- 
lytique, on  prend  généralement  pour  C  un  cercle  et  l'on  a 

la  valeur  de  a,i  dépend  alors  d'une  suite  infinie  de  coefficients 
de  F(5;).  Un  choix  convenable  de  la  fonction  f{x)  permet  de 
remédier  à  cet  inconvénient  et  conduit  à  la  démonstration  de  cer- 
tains critères  de  régularité  ou  de  singularité  pour  le  point  Xq.  Je 
renverrai  pour  une  élude  détaillée  de  la  question  au  travail  déjà 
cité  de  M.  Faber  et  à  un  Mémoire  de  M.  Lindehif  ('  ). 

Les  séries  de  M.  Faber. 

Voyons   maintenanl   comment  la   méthode  de  la  représentation 
conforme  p(Mil  rire  ulilisée  pour  obtenir,  dans  le  domaine  D,  une 


C)  E.  LiNDELdF,  liemarqites  sur  un  principe  général  de  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques  {Acta  Societatis  Fennicae,  t.   XXIV,  n°  7,  Helsingfors,  189.S). 
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fonction  holomor[)lie  quelconque  i'^x),   comme  la  soniiiie   d'une 

série 

<7o-+-  a,  Pi(a?)  H-. .  .-I-  a„  \*n(x)  ^-. . ., 

dans  laquelle  les  polynômes  V„(.i')  ne  dépenflent  que  du  do- 
maine D  et  les  constantes  a„  seules  dépendent  en  outre  de  la 
fonction  F(^).  A  chaque  domaine  D  sera  ainsi  altacliée  une 
famille  de  polynômes  (').  Nous  supposerons  que  le  contour  C 
limitant  le  domaine  siuq)lement  connexe  D  soit  formé  d'un  seul 
arc  de  courbe  analytique  et  ré^julier.  Soit  \^{x)  une  fonction 
holomorphe  dans  D  et  continue  sur  G;  nous  allons  appliquer  de 
nouveau  le  théorème  de  Gauchy  et  introduire  un  changement  de 
variable  ^  =  'j(X),  qui  fera,  celte  fois,  correspondre  d'une  ma- 
nière conforme  le  domaine  intérieur  à  un  cercle  •'  de  rayon  i 
au  domaine  extérieur  à  D.  On  a 

la  première  intégrale  étant  prise  dans  le  sens  direct  sur  le  contour  G, 
et  la  seconde  dans  le  sens  inverse  sur  la  circonférence  y.  La 
fonction  x  =  '-^(X)  est  holomorphe  dans  le  cercle  y  et,  comme  la 
courbe  G  est  formée  d'un  seul  arc  de  courbe  régulier  et  analy- 
tique, ^(X)  est  holomorphe  sur  la  circonférence  y  et  par  consé- 
quent à  l'intérieur  d'un  cercle  y,,  concentrique  à  y  et  de  rayon 
Po(^o>0-  ^^^^  ^0  ^'^  courbe  qui  correspond  à  y^  dans  la  repré- 
sentation conforme;  je  suppose  en  outre  que  le  point  x*  =  x  cor- 
responde au  centre  X  =  o  du  cercle  y.  On  a,  dans  yo 

9(X)  =  ^  +ao-ha,X-h...-f-a„X"-i- 

La  partie  de  l'élément  de  l'intégrale  qui  va   jouer  ici   un  rôle 

fondamental  est 

dz     _  _f(Z_)_^. 
z  —  x  ~~  '■?  (  Z  )  —  .r  ' 

étudions  la  fonction 

^  ^  oyL)  —  X 


(  •  )   Voir  le  Mémoire  de  M.  Fabeu,  Ueber  polynomisclw  Entwickelungen  {Math. 
Annalen,  Bd.  LVII,  1903,  p.  38^,  et  Bd.  LXIV,  1907,  p.  i.S). 
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Supposons  que  x  soit  à  l'intérieur  de  la  courbe  G,,  correspon- 
dant au  cercle  y,  du  centre  X  =  o  et  de  rayon  p,(i<p,<po) 
(yfig.  3).  Si  Z  est  dans  y,   et  x  dans  G,  on  a  toujours  '.p(Z)  ^  ^  et 

Fig.  3. 


la  fonction  •}(Z)  n'a  d'autre  pôle  que  Z  =  o.  D'ailleurs 


a 
1}-  ^ 


—  -î-ao —  J7-!-aiZ-f-. 

Là 


donc  ^(Z)  a,  à  l'origine,  un  pôle  simple  dont  le  résidu  est  —  i,  et 
on  peut  écrire  dans  le  voisinage  de  Z  =  o 

Xo  —  X  -\~  i\\  Là  — î—  .  .  . 


ù(/.)  +  —  =   : -7 


a(i—  P) 


OU 


p^  t ^Z-Ha;Z2  +  ...  =  a;Z+  a2Z2  + 


a',  =  -(:r  — ao); 


les  y!f^  ne  contenant  pas  x  lorsque  A'  est  supérieur  à  1.  On  a 

— 1—  =,  +  p+  P2  +  ...^_p/^_^.... 

I  —  1 

Le  coefficient  deZ'',  dans  ce  développement,  ne  dépend  que  de 
P,  P-j  ,  .  .,  P";  il  contient  a,  à  la  n^('"'^  puissance,  c'est  donc  un 
polynôme  entier  en  x  de  degré  /i,Q;î(^)  et  l'on  peut  écrire 


i-i-Qi(^)Z 


Q«(^)Z" 


d'où 


=  2p,^,(^)Z", 
(1)  ^m  =  -  ^-i-F,(a7)4-Po(^)Z-+-...-4-P„^,(a:)Z''-f-.... 
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Pn+i  [x)  est  un  polynôme  de  dej^ré  n -\-  i  :  ce  développement  est 
valable  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  à  D,  car  on  peut  suppo- 
ser C,  aussi  voisin  de  G  qu'on  le  veut.  l)'ailleurs  ^(Z;  +  ^  étant 
régulière  dans  y,  la  série  •}(/)  converge  uniformément  sur-;,  ;  on 
a  alors 

car   la   fonction   à    intégrer  est   régulière   dans    Tanncau    compris 
entre  y  et  y, ,  puisque  x  est  à  l'intérieur  de  G, . 

En  définitive,  il  vient,  en  intégrant  terme  à  ternie, 


si  l'on  pose 
«0  =  — 


Y,       ^(^> 
«0+  «iPi(^)H-.  •  .-f-a„  P«(a7)-r-..  ., 


ces  intégrales  pouvant  d'ailleurs  être  calculées  le  long  de  *^(*). 

Ainsi,  les  polynômes  P/^  sont  déterminés  lorsque  le  domaine  D 
est  connu,  la  fonction  F(x)  n'intervient  que  dans  le  calcul  des 
coefficients  a,i. 

Voici  quelques  exemples  des  développements  précédents  :  sup- 
posons d'abord  que  D  soit  le  domaine  d'un  cercle  de  rayon  R  et 
de  centre  Xq^  on  a 

x  =  o{X)=  -  -^  Xq, 

00  —  ^c\ 


^^-^-k- — 3^-i^r-^ 


K 
donc 

P/^(^)  =  -  y — ^— 

On  retrouve  la  série  de  Taylor. 


(')  Si  la  fonction  F(^)  n'était  pas  continue  sur  C,  on  leniplacerait  C  par  une 
coui'be  voisine  C,  ;  les  intégrales  précédentes  seraient  prises  le  lony  de  y,,  et  ne 
changeraient  pas  de  valeur  quelque  voisin  que  y,  soit  de  v,  puisque  leurs  éléments 
sont  holomorphes  dans  l'anneau  limité  par  y,  et  y.  Le  développement  ohlenu  sera 
encoi'e  valable  pour  tous  les  points  x  intérieurs  à  D. 
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Prenons  maintenant 

-  =  ?(X)=i(x  +  y. 

Si  X  est  intérieur  au  cercle  y  de  rayon  i  et  de  centre  origine, 

X  =  p^'"^,         p<i, 
IX  =  (OH )  cosw  -h  M  p )  sin  w. 


Lorsque  C5  est  constant,  le  |)oint  ^  =  ;  -|-  ir^  décrit  Tellipse 


=  I 


de  foyers  zii  i.  l^orsque  p  croît  de  o  à  i,  l'ellipse,  d'abord  infinie, 
diminue  jusqu'à  s'aplatir  sur  le  segment  ( —  i,  -h  i  ).  A  la  famille 
des  cercles  concentriques  décentre  origine  et  de  rayons  inférieurs 
à  un  du  plan  des  X,  correspond  une  famille  d'ellipses  homo- 
focales  et,  à  l'intérieur  de  l'un  des  cercles  correspond  l'extérieur 
de  l'ellipse  correspondante.  Toute  fonction  holomorphe  dans  une 
de  ces  ellipses  est  développable  en  série  de  polynômes  P«(^);  ces 
polynômes  sontles  coefficients  du  développement  suivant  les  puis- 
sances de  Z  de  la  fonction 


or 


mais 


9.  Z  —  •}.  Og  1  I 

:zr   ^:::=;=—   -+-  ::=:^=- 

-2:rZ-f-Z2         z  — (o^-h  y/^'-— i)         7.  —  ix  —  s/ x^  —  \) 

/l  =  00 

Z" 


-Su 


Z  — (.r— v/:r2— i)  ^^  {^oc -\- s/ x'^  —  x)"^^ 


:0 

n  =  00 


_Y z^ 

Zd  (x  —  k/x^- 


donc 


n—O 

—  l*/i(^)  =    .  .,  \n   '^  7  /     ,  \n 

{x-^yX^—\)  {x  —  \/x- — l) 


(  '  )  Ce  développement  a  été  obtenu  par  M.  Picard  à  l'aide  d'une  méthode  diffé- 
rente.   Voir  son  Traite  d'Analyse,  t.  II,  deuxième  édition,  p.  817. 
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Nous  allons  établir  quelques  propriétés  foiidîimenlales  des  poly- 
nômes P„(.r).  Supposons  que  x  soit  extérieur  à  Cq,  il  existe  alors 
un  point  X  unique  dans  le  cercle  v^,  pour  lequel 


<Ï)(X)  =  ^. 


Considérons  la  fonction 


.MZ,X)  =  -i^ 


o'(Z) 


en   tenant  comple  du  développement  écrit  plus  haut   pour  'f(Z), 
on  obtient 

cp(Z)-cp(X)_         a      ,^^,y,y._^        . 


Z  — \ 


par  conséquent 


^(Z,  X)  = 


^+«,-+- 


(Z  — X)(  -  —  ^-a,-h 


pour  Z  et  X  voisins  de  zéro,  cette  expression  est  comparable  à 


a 

Z2 


(Z  — X)        Z(Z  — X)* 

xz 


formons  la  dillerence 

0(Z,X)  =  <L(Z,X) 


X 


Z(Z-X) 
X 


z 


(«. 


) 


cp(Z)-cp(X) 


ai(Z-  X)X -+-... 
XZ[o(Z)-'^(XjJ^ 


le  second  membre  est  une  fonction  régulière  des  deux  variables  Z 
et  X  dans  le  cercle  ^'o»  car  les  deux  termes  de  la  fraction  sont 
réguliers  dans  ce  cercle  et  le  dénominateur  ne  peut  s'annuler.  On 
peut  donc  écrire 

(3)  6(Z,X)  =  ^,(X)  +  Z4/,(X)+...-f-Z«t|;„^,(X)-h.    .. 

les  '}//(X)  étant  liolomorpbes  dans  Vj,  ;  d'autre  part, 

Z" 


X                    I 

1 

1 

1         I 
""  z  ""  X 

z 

Z(Z  — X)  ~       z 

Z 

X 

\^ 

M. 

X"  ♦  ' 
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si  I Z  I  <<  I  X I  ;  on  déduit  de  là 

^(Z,  X)  =-  1  +2  [-  x^  +  W.(X)]  Z". 

Si  maintenant  x  est  dans  l'anneau  limité  par  Gq  et  G,  le  déve- 
loppement (i)  obtenu  précédemment  pour  d»(Z)  est  encore  valable 
et  la  comparaison  des  deux  séries  entières  en  Z  qui  représentent 
cette  fonction  conduit  à  l'identité 

(4)  P«(^)=-3^-+-%(X). 

Supposons  que  x  soit  contenu  dans  la  couronne  Co  et  Gi 
(i  <;  0,  <<  Oo);  on  pourra  dans  la  série  (2)  remplacer  Vn{x)  par 
la  valeur  tirée  de  (4);  on  aura  alors,  en  remplaçant  x  par  'f>(X), 

Fi(X)  =  «o-^«l     —  ^  +  ^i(X)U-...-»-aJ—  ^  +  <];„(X)    +..., 

/j  =  1  n  —  0 

car  ces  deux  séries  sont  absolument  convergentes.  On  voit  donc 
que  les  Un  sont  les  coefficients  du  développement  de  F,(X),  en 
série  de  Laurent. 

11  résulte  immédiatement  de  là  que  le  développement  de  ^{x) 
en  série  de  polynômes  P/i(:r)  est  unique,  car  si  Ton  pouvait  ob- 
tenir deux  suites  distinctes  de  coefficients  ctn-,  on  aurait  pour  la 
fonction  F,  (X),  deux  développements  difiérents  en  série  de 
Laurent. 

Examinons  de  plus  près  les  propriétés  de  la  série  (2).  Suppo- 
sons d'abord  que  x  soit  situé  entre  G  et  Gq,  et  soit  G,  la  courbe 
passant  par  x  qui  correspond  au  cercle  y,  de  ravon  c,  <^  Oq.  Je 
dis  que 

liml/i  Vn{x)\  =  —  ; 

n=.  aa  pi 

en  effet 
et 

?1 
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M  étant  le  maximun  de  la  fonction  f|(Z,X)  lorsque 

|zi<?i,     |x|<p',     (pi<p;<?o), 

comme  il  résulte  de  la  formule  (3);  donc 

|X«<|;„(X)i<.M('^;j" 

tend  vers  zéro  avec  —  •  Or 

n 

donc 

a  pour  limite  — 

.  ^}        . 

Si  X  est  à  l'intérieur  de  la  courbe  G|,  on  aura 

ip«(^)i<^. 

K  étant  un  nombre  supérieur  à  |i  —  X'''},i(X)|,  lorsque  X  est 
sur  yi ,  car  le  module  maximum  de  Vn{^)  est  atteint  pour  un  [)oint 
de  G,  :  on  déduit  de  cette  dernière  inégalité 

n=  =0  Pl 

Donc,  si  la  fonction  ¥{x)  est  liolomorphe  à  V intérieur  de  la 
courbe  Çi\^  la  série  (2)  converge  uniformément  et  absolument 
dans  le  domaine  limité  par  cette  courbe. 

Si  X  est  sur  G| ,  on  a  pour  n  assez  grand 

avec 

lim;^|P„(:r)l  =  ^; 

donc 

lim  i/^l  rt«  l^pi^Po- 

Réciproquement,    donnons-nous    arbitrairement   une    suite   de 
coefficients  an  tels  que 

lim  v^l  an  I  =  Piiipo' 
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Je  dis  que  la  série 

(5)  «o-t-  «1  Pl(^)-+-.-  .H-  «nPn(a:)  -r-.  .. 

converge  unilorménient  à  l'intérieur  de  C|  et  diverge  à  l'exté- 
rieur de  celte  courbe.  Prenons  en  effet  :r  à  l'intérieur  d'une  courbe 
Ci  voisine  de  C,  et  telle  que  le  rayon  Oj  du  cercle  y2  correspon- 
dant soit  supérieur  à  p,.  On  a,  pour  n  assez  grand, 

\an\  <(p,  +  £}«; 
donc 


et  l'on  peut  prendre  z  assez  petit  pour  que  le  rappport  ^ soit 

inférieur  à  i .  La  série  converge  donc  absolument  et  uniformément 
dans  C2  qui  est  aussi  voisine  de  G|  qu'on  le  veut.  Prenons  jc  à 
l'extérieur  de  C|,  sur  une  courbe  C|  (p^  <C  p»)-  On  a,  pour  n  assez 
grand, 

lP'.(-)l>(^r^,' 
el,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  «, 

|«n|>(pl— 0", 

d'où 

'p,  — e 


\an^n{x)\>  i 


Pi  +  £ 


Pi 


et  l'on  peut  prendre  e  assez  petit  pour  que  —, ~  >>  i .  La  série  (5) 

diverge  en  x  :  elle  représente  à  l'intérieur  de  C|  une  fonction 
holoinor|)he  V{x).  Cette  fonction  y{x)  a  au  moins  un  point  sin- 
gulier sur  C,  si  p,  <^  Oo  ;  en  etlet,  si  F(x)  était  régulière  sur  C,, 
elle  pourrait  être  représentée  par  une  série  telle  que  (2)3  l'inté- 
rieur d'une  courbe  G',  extérieure  à  C,  ;  mais  un  tel  développement 
étant  unique,  la  série  qui  définit  F(^)  devrait  converger  à  l'exté- 
rieur de  C|,  ce  qui  est  impossible. 

Si  les  coefficients  a„  ont  des  modules  dont  la  plus  grande  des 
limites  surpasse  po,  on  ne  j)çut  rien  dire,  en  général,  sur  la 
série  (5). 


LES   SÉRIES    DE    POLYNOMES    ET    LA    REPUKSENTATION    CONFORME.  85 

Supposons  qu'on  ait 


'if"  V^l  Cln  I  =  ?i<po; 

je  vais  montrer  que  si,  en  un  points  de  C,,  la  fonction  F(^)  est 
régulière,  au  point  correspondant  X  de  v,,  la  fonction 

/l  =  00 

n-  1 

est,  elle  aussi,  régulière  et  réciproquement. 
D'abord  si  F(:r)  est  régulière  en  x^ 

F,{X)  =  F{o(\)] 

est  régulière  en  X,  puisque  '^(X)  est  liolomorphe  en  ce  point;  réci- 
proquement la  fonction  inverse  de  ^(X) 

est  régulière  en  x  sur  Gt;  donc,  si  F^  (X)  est  régulière  en  X,  la 
fonction 

F(^)  =  Ft[/(^)] 

est  régulière  en  x. 

D'autre  part,  la  substitution 

.r  =  cp  (  X  ) 


nous  donne 


P«(^)  =  -^-^-^«(^)' 


d'où 

Fi(X)  =  -<î>(X)-f-^(X),         xii'(X)=Va,,6,,(X); 

la  fonction  ^'(X)  est  régulière   dans  yo?  car  on  a,  dans  le  cercle 

ï<(p<<?i<po), 

Pi 
d'autre  part 
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donc 


|a„4.„(X)!<M(^ii^j^ 


et  0,  -I-  e  <<  p\  pour  s  assez  petit  :  donc  F,  (X)  et  ^(X)  sont  régu- 
lières en  même  temps  sur  yi  ('). 

Voici  une  conséquence  de  la  remarque  qui  précède  :  si  les 
nombres  an  sont  assujettis  à  la  seule  condition  que 

lim  v^i  an  I  =  pi<  po, 

la  fonction  ¥{x)  admet  en  général  la  courbe  G)  comme  cou- 
pure. En  efTet,  la  fonction  <Ï^(X)  admet  son  cercle  de  convergence 
comme  coupure. 

On  voit  que  les  propriétés  des  polynômes  P«(:r)  rapprochent 
les  séries  (2)  des  séries  de  Taylor. 

Nous  avons  établi  plus  haut  que  les  singularités  des  fonctions 
^(X)  sur  v<  et  ¥{x)  sur  C<  se  correspondent;  il  y  a  plus,  dans  tout 
le  plan,  les  points  singuliers  des  deux  fonctions  se  correspondent 
aussi.  En  efi'et,  d'abord  F(^)  est  régulière  à  l'intérieur  de  G,  et 
4>(X)  à  l'intérieur  de  y,  ;  supposons  qu'on  puisse  tracer  un  chemin 
allant,  dans  le  plan  des  X,  d'un  point  A  de  y^  à  un  point  B  à  l'in- 
térieur de  ce  cercle^,  le  long  duquel  ^(X)  est  régulière,  on  en 
déduit,  en  répétant  le  raisonnement  fait  précédemment,  que  le 
chemin  correspondant  du  plan  des  x  conduit  d'un  point  a  de  G,  à 
un  point  b  extérieur  à  cette  courbe  et  que  F(^)  est  régulière  sur  ce 
chemin.  Réciproquement  à  un  chemin  extérieui'  à  G,  le  long  duquel 
F(:r)  est  régulière,  correspond  un  chemin  intérieur  à  y,  le  long 
duquel  <Ï*(X)  est  régulière  :  cela  suffit  à  établir  notre  proposition. 

Enfin,  on  peut  remplacer  la  suite  des  polynômes  Vfi{x)  par  une 
infinité  d'autres  suites  jouant  le  même  rôle,  car  on  peut  écrire 

Y(a■^--L-     rF[?(Z)]  K(Z)y-(Z) 

R(Z)  étant  une  fonction  régulière  dans  yo  [on  peut  toujours  sup- 
poser que  y,   ne   passe  par  aucun   zéro   de   K(^)].    La   fonction 


(')  On  peut  ajouter  (jue  les  singularités  de  V  {x)  en  .r  et  de*^(X)  en  X  sont  de 
même  nature,  des  pôles  ou  des  points  critiques  de  même  ordre,  ou  des  points 
essentiels. 
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K(Z)'}(Z)  va  rempl;H;er  ici  la  fonction  '\i7^).  On  aura  flan-,  -'oi  ^i 
K(Z;=y3„Z"         CL         Po  =  -i, 

X  r-2^  +  P,(:?)-hP2(a;)Z-f-...-^l'„+,(ar)Z«-+-...l, 
d'où 

K(Z)^(Z)-  '^Ap.  -^-n,(:r)-+-ii2(^)ZH-...-+-ri«^,(^)Z"^>H-... 
avec 

IU(^j=  3oP,,+  [il  ?„_,-!-... --P„Po. 

Les  propriétés  des  polynômes  11,^  sont  les  mêmes  que  celles  des 
polynômes  P,i,  mais  le  développement  d'une  fonction  F(.^)  en 
série  de  polynômes  TI,^  n'est  pas  nécessairement  unique  ('). 

Une  classe  de  séries  de  M.  Faber. 

En  nous  servant  du  théorème  de  M.  Hadamard  sur  la  multipli- 
cation des  singularités,  nous  serons  conduit  à  une  classe  très 
générale  de  développements  de  M.  Faber.  Soient  les  deux  fonc- 
tions g  {oc)  et  h[x)  définies  par  les  éléments 


I  X  x'^  /  (Y«^  ^  fl"^l  9"^  so''-  '0 

\ 4-.  .  .H 

ïo       Ti  T' 


^  ^  l  X  x'^  / 

h(x)  = \ 4-.  ..H -h...,     I 

ïo        Ti  T«  / 


nous  supposons  que  ces  deux  fonctions  sont  régulières  dans  le  plan 
des  X  où  l'on  a  pratiqué  la  coupure  recliligne  (-hi,oc).  Pour 
donner  un  exemple,  prenons 

,\        ,  a  a(a-hO...('a--«  — i) 

g (x)  =  {\  —  x)-^  =  \  ^    -.r  4-.  .  .H ^ .r"-+-.  . .; 

1  II . 

a  étant  positif;  on  aura 

h{x^  =  IH h.  .  .-h 


a  a(a-i-i)...(a-i-//  —  i) 


(')  Faber,  loc.  cit. 
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on  vérifie  facilement  que  le  coefficient  du  terme  général  de  h{x  ) 
peut  s'écrire,  en  employant  les  fonctions  eulériennes, 


ru-hi)r(a 


si  a  ^  I  (le  cas  de  a  =  i  est  évident)  ;  le  coefficient  de  x^^  est  donc 

de  la  forme    /    t'^Y[t)dt  et,  d'après  un  théorème  de  M.  Hadamard 

que  nous  avons  établi  au  Chapitre  1,  la  fonction  Ji[x)  est  régulière 
dans  le  plan,  aux  mêmes  points  que  g'{x)  ('). 

Soit  F  (j;)  une  fonction  holomorphe  dans  D  ;  nous  supposerons, 
ce  qui  est  toujours  possible^  que  le  point  :r  =  o  esta  l'intérieur  de 
Cq  ;  appliquons  à  F(.r)  l'opération  fonctionnelle  H  de  M.  Hada- 
mard ('-).  On  obtient  ainsi  la  fonction 


F.(.)=4-^^F(.),(|);±, 


qui  n'a  dans  tout  le  plan  d'autres  points  singuliers  possibles  que 
ceux  de  ^{x). 

Je  dis  que  tout  point  singulier  de  F  est  efTectivement  un  point 
singulier  de  F,  ;  on  a,  en  effet, 


puisque   si  l'élément  à  l'origine  de  F(.r)  est  2_pnOC'^^    celui   de 

F,  (^)  sera  ^v^^,,^''  et  celui  de  la  fonction  obtenue  à  l'aide  de 

la  dernière  intégrale  sera  de  nouveau  ^^,^.2".  Donc  tous  les 
points  singuliers  de  F(:r)  doivent  appartenir  à  F,  et,  comme  ceux 
de  F,  doivent  appartenir  à  F,  ces  points  sont  les  mêmes.  Appe- 
lons H,  Topération  fonctionnelle  qui  utilise  la  fonction  «  ;  H2  celle 
qui  utilise  la  fonction  li.  On  a,  en  faisant  dans  la  dernière  formule 
la  substitution  :;  =:  '^^(Z), 


(')  On  peut  aussi  remarquer  que  //(.r)  est  un  cas  particulier  de  la  fonction 
hypergéométri(iuc,  h{x)  —  F(i,  i,a,x). 
(-)  Cette  opération  a  été  étudiée  à  la  page  37. 
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Soit 


^'<^>=''[A]S 


) 


La  fonction  '|'i(Z()  est  régullrre  dans  Vq,  si  x  est  à  l'intérieur 
de  Co  puisque  ^  7^  cp(  X)  ;  le  développement  de  'l^  (Z)  en  série  de 
Mac  Laurin  convergera  donc  dans  yo  ;  pour  obtenir  ce  développe- 


aura 


ment,  supposons  x  assez  voisin  de  zéro  [)our  que      /., 

n  =:  00 

;  r    ^    1  _  \^  ^       ^  " 


<  I  ;  on 


n~0 


cp(Z)         a 

-  H-  ao  -^  ai  Z  + , 


=  Z(|3,+  ^lZ-f-...-r-?„Z"-i-...), 


en  ordonnant  par  rapport  à  Z  et  en  désignant  par  Çu{x)  un  poly- 
nôme enlier  en  x  de  degré  n.  D'ailleurs 


donc 

(6)       ^,(Z)  = 


cp'(Z) 
cp(Z) 

Po(x) 


+  [i,-p;z-+-... 


/?,(^)  -f-/?2(a")Z-i-.  ..-t-/?,j^i(2')Z«^ 


OÙ  pn{3o)  est  un  nouveau  polynôme  de  degré  /i.    On  en   déduit, 
comme  précédemment,  un  développement  de  F(^)  en  série  de  la 

forme  2^^'iiPn{^)  avec 

«;,  =  -i-    rF,[cp(Z)]Z"-i^Z. 

On  retrouve  les  polynômes  Pn(-^)  en  prenant 


g{x)=:h{x)  =  -|-3^.; 


on  a,  dans  ce  cas, 


4^1(2)  = 


^'<|^=^(Z). 
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On  voit  que  le  développement  de  'i>(Z)  se  déduit  du  dévelop- 
pement (6)  de  'il i  (7j)  en  remplaçant  •',,  par  i,  c'est-à-dire  en  rem- 
plaçant x"^  par  y,iX^,  ce  qui  revient  à  appliquer  aux  polynômes  p„ 
l'opération  H<  ;  de  même  l'opération  Ho  appliquée  aux  polynômes 

Pfi  fournit  Jes  polynômes /;«.  Les  séries  de  polynômes    >  cinp,i   et 

2,  ^fnP/i  appartiennent  à  la  même  classe. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  si  l'on  remplace  y  a  par  i,  l'intégrale 


devient  égale  à 


On  a  donc 


I 
2r 


et 


-U    fF,[oiZ)]^,{Z)dZ, 
f  Fi['^(Z)]^{Z)dZ  =  Fi(x). 


F,(^)=^«;,  p„(^) 


F(^)  =2]"'"  Pn(^)'^ 


donc,  si  l'on  applique  l'opération  H2,  terme  à  terme,  à  la  première 
série,  on  obtient  une  série  dont  la  somme  F(^)  résulte  de  F,  (x) 
par  l'opération  H2  ;  en  d'autres  termes  l'opération  Ho  est  appli- 
cable terme  à  terme.  D'ailleurs,  si  l'on  applique  H,  à  la  seconde 
série,  on  retrouve  la  première,  donc  l'opération  H,  est  applicable 
terme  à  terme  à  la  seconde  série  (*). 

On  déduit  facilement  de  la  remarque  précédente  que  le  dévelop- 
pement de  F{x)  en  série  ^^a[jPn{^)  est  unique;  si  l'on  avait,  en 

efTet,  deux  développements  distincts  de  F(:r),  l'opération  H<, 
appliquée  à  ces  développements,  nous  fournirait  pour  F,  (.r)  deux 

séries  dilïerentes  de  la  forme  ^  <7,',  P«(jc),  ce  qui  est  impossible. 

D'autre  part,  F(^)  et  F,(jr)  ont  les  mêmes  points  singuliers  f>; 
or  les  points  singuliers  de  F|(j;)  sont  liés  aux  points  singuliers  a 

de  la  fonction  ^(X)  =  ^  ^^  par  la  relation  [ii  =  'j(a);  donc  il  y  a 


(')   llemarquons  que  i'inlégration  et  la  dérivation  sont  des  opérations  H  parti- 
culières. 
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la  même  relation  entre  les  points  singuliers  de  <I*(X)  et  ceux  de 

Je  n'insiste  pas  sur  l'extension  ;mi\  polynômes  pnix )  des  autres 
propriétés  des  polynômes  P„(jc). 

On  peut  substituer  aux  polynômes  p„(t)^  déduits  du  déveloj)- 
pement  en  série  de  Mac  Laurin  de  la  fonction  •!>,  (Z)  des  polynômes 
Tnn{x)  obtenus  à  l'aide  de  la  ("onction  •!/,  (Z)  fv/  Z),  K(Z;  étant  régu- 
lière dansyo-  Ces  polynômes  r;5,i(x)  joueront  le  même  rôle  que  les 
polynômes  lln(x)  introduits  plus  baut. 

Application  aux  polynômes  de  Legendre. 

On  di^\ie[[e  polynômes  de  Legendre  X,^(^),  les  coefficients  du 
développement  de  Mac  Laurin  delà  fonction  de  Z 

Xq  ( a: )  -h  Xi  (  j:.' )  Z  -i- . . . -T-  X,i  ( a:  j  Z" -h .  .  . . 


v/i  —  ixL  ^  Z5 


Une  fonction  F(^)  holomorphe  à  l'intérieur  d^  une  ellipse  de 
foyers  -\-  i  et  —  i  peut  être  représentée  par  la  somme  d' une 
série  de  polynômes  de  Legendre 

(7)  F(^)  =  «0^0  +  «1X1  +  ...^  a„X;,-h.  .  ., 

qui  conver ge  uniformément  à  l'intérieur  de  cette  ellipse. 

Nous  allons  déduire  ce  théorème  des  développements  généraux 
de  M.  Faber.  La  transformation  conforme 


X 


^     X  +  3.     =,(X) 


fait  correspondre  au  cercle  de  centre  origine  et  de  rayon  c  <C  i  du 
plan  des  X,  l'ellipse  du  plan  des  x  dont  les  foyers  sont  —  i  et  -h  i, 

et  le  grand  axe  Ç)  -\ — ;  l'intérieur  du  cercle  correspond  à  l'extérieur 

de  l'ellipse.  Laissons  fixe  le  nombre  p  et  posons 

//  =  00 

h(x)=i\-x)      2  =  i_|->      ^ '  x\ 


/f  =  0 
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d'où 


^d  1.3.3.  .  .(in  —  I) 
Formons  maintenant 


^-(^)="fe]ÏS 


)  I  Z2  -  I 


)  /  2XZ      Z(Z24-I) 


\/ 


Z2-^-I 

I  Z2—  I 


y/i  — 2^Z-f-Z2  Z/7y~~i 


La  fonction  K(Z)  ==  -4-; est  résiilière  dans  le  cercle  v  de 

rayon  p  <<  i ,  nous  prendrons  alors 

<Vi(Z)K(Z) 


y/l  —  -ixZ  ^  Z- 

comme  fonction  génératrice  des  polynômes  tt5,i(x)j  qui  seront  ici 
les  polynômes  X,^  de  Legendre.  On  en  déduit  immédiatement  que 
toute  fonction  F(^)  holomorphe  dans  une  ellipse  de  foyers  H-  1 
et  —  I  est  développable  en  série  de  la  forme  (-).  Cette  série  con- 
verge à  l'intérieur  de  l'ellipse  de  mêmes  foyers,  qui  passe  par  un 
point  singulier  de  F(^)  et  qui  n'en  contient  aucun  à  l'intérieur  ; 
enfin,  chaque  point  singulier  [^  de  la  fonction  F(^)  est  lié  à  un 
point  singulier  a  de  la  fonction 

par  la  relation 


(')    Noir  Kabeh,    Ueber   Reilien   nach   Legendresclien   Polynonien    (Jahres- 
bericht  cier  deutschen  math.   Vereinigung,  1907,  p.  109). 
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LES  SERIES  DE  POLYNOMES  CONVERGENTES 
DANS  PLUSIEURS  DOMAINES. 


Exemples  simples. 

Lorsqu'une  série  de  polynômes  converge  uniformément  diins 
une  aire  D,  limitée  par  un  seul  contour,  la  somuie  de  celte  série 
représente  une  fonction  analytique  dans  D.  D'ailleurs,  une  telle 
série  ne  saurait  converger  uniformément  dans  une  aire  connexe 
limitée  par  plusieurs  contours,  sans  converger  aussi  dans  les  aires 
exclues  par  les  contours  intérieurs.  Mais  une  série  de  polynômes 
peut  converger  uniformément  dans  deux  domaines  D|,  D2  d  un 
seul  tenant  et  extérieurs  l'un  à  l'autre.  Les  sommes  ¥^{x)  et 
\'\{x)  de  la  série  dans  D,  et  dans  Do  sont  des  fonctions  analy- 
tiques :  chacune  de  ces  fonctions  est-elle  le  prolongement  ana- 
lytique de  l'autre?  Si  ce  sont  deux  fonctions  distinctes,  sont-elles 
liées  par  quelque  relation  ou  peut-on  les  choisir  arhitrairement? 
C'est  de  ces  questions  que  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 

Voici  d'abord  un  exemple  simple:  P(-f)  est  un  polynôme  entier 
de  degré  m  dont  les  racines  sont  distinctes.  L'équation 

P(r)  =  u 

admet,  lorsque  u  est  voisin  de  zéro,  m  racines  fonctions  holo- 
morphes  de  w,  dont  le  développement  en  série  de  Mac  Laurin  peut 
aisément  se  calculer  et  converge  dans  un  cercle  du  plan  des  //«lont 
le  centre  est  à  l'origine  et  le  rayon  est  le  module  po  de  la  plus 
petite  valeur  de  w,  pour  laquelle  l'équation  a  une  racine  multiple. 
Soit  p  un  nombre  inférieur  à  po  ;  on  a  le  développement  convergent 
0 

X  =  «0-4-  «1  w  -(-.  .  .  4-  anU"  -i-  .  .  . 


pour  I  u 
ou 

(0 


< 


X  =  aQ-\-  ai  P(^) 


an{P{x)]' 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que 

|P(^)|ip. 

Ces  points^  sont  les  points  des  domaines  limités  par  la  lemniscate 

d'équation 

|P(:r)|  =  p, 

qui  comprend    m    branches  fermées  dont  chacune  entoure    une 
racine  de  P(^)  ('  ). 

Dans  chacun  de  ces  domaines  Da,  la  série  (  i  )  est  converoente; 
pour  un  point  x  du  domaine  D,,  qui  entoure  Gq  elle  a  pour  somme 
x^  racine  voisine  de  ciq]  si  x^  est  un  point  du  domaine  D^,  la 
série  a  pour  somme  la  valeur  unique  x  du  domaine  Dq  pour  la- 
quelle on  a 

Soit  par  exemple 
on  en  déduit 


V(x)  =:r2— I, 


r  =  v/I-^  W  =  H h...-+-(— l)«-l y-^ -^M"-r-..., 

X  étant  la  racine  de  l'équation  x-  —  i  =  ^^  qui  est  égale  à  i  pour 
//  =  o.  La  série 

X-  —  1  ,       ,      ,  1 .3.5. .  .('2/1  —  3) 

H h...-+-(— i)"-i ,  ,.  '     —  (:r2  — i)«-f-... 

•2  2  .  4  .  b  .  .  .  (  2  /î) 

est  convergente  pour  |  ^■- —  i|<<  i,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  des 
ovales  de  Cassini  de  foyers  -h  i  et  —  i.  Elle  a  pour  somme  x 
dans  l'ovale  de  droite  et — .r  dans  l'ovale  de  gauche.  La  conver- 
gence ne  cesse  pas  à  l'origine,  point  double  de  la  lemniscate  qui 
passe  par  ce  point  et  la  convergence  est  uniforme  sur  tout  arc  de 
courbe  intérieur  à  la  lemniscate,  qui,  passant  par  l'origine,  unit  un 
point  de  l'ovale  de  droite  à  un  point  de  celle  de  gauche.  Par 
exemple,  \i\  série  converge  uniformément  sur  le  segment  rectiligne 


(')  Un  calcul  éléinenlaire  nionlre,  en  elleL,  (|ue  si  l'on  fait  crollre  p  à  partir 
(le  zéro,  les  ovales  (jui.  lorsque  o  est  voisin  de  zéro,  entourent  les  m  racines,  sont 
séparées  tant  que  p  reste  inférieur  à  p,,.  Pour  p  =  p„,  deux  des  courbes  viennent 
se  rejoindre  en  une  courbe  unique  présentant  au  point  de  rencontre  un  point 
double  à  tangentes  reclauijulaircs. 
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(  —  '  5  -|-  I  )  et  représente  deux  fonctions  anjiljtiqiies  (lidérentes  sur 
les  segments  ( —  i ,  oj  et  (o, -|-  i  ):  — x  dans  le  premier,  -\-x  dans 
le  second  ('  ). 

La  série  de  polynômes  (  i  )  représente  des  fonctions  analytiques 
différentes  dans  ses  diilerents  domaines  de  convergence,  mais 
deux  de  ces  fonctions  x  et  jc'  sont  toujours  liées  par  Ja  relation 

V{x)  =-.  P(x'). 

Nous  allons  voir  comment,  en  substituant  aux  constantes  a,i  des 
polynômes  de  degré  (n — i  ),  nous  pouvons  obtenir  un  résultat 
plus  général. 

Reprenons  la  formule  d'interpolation  d'Hermite.  L'intégrale 


7.1TC  ./„  Z 


X   (2  — a,)a.-^H-  — «2)^»-^^-..(2  —  a/u/^--' 


étendue  au  contour  C  d'un  domaine  contenant  les  points  cik  et  dans 
lequel /'(.r)  est  régulière,  représente  en  chaque  point  ^  du  domaine 

la  difïerence 

f{x)-W{x\ 

OÙ  n(^)  est  un  polynôme  de  degré  /^(a/^-h  i)  —  i  au  plus,  pre- 
nant en  €1}^  la  même  valeur  que  /(^)  et  dont  les  a/;  premières  déri- 
vées prennent  respectivement  en  «^  les  mêmes  valeurs  que  les 
dérivées  correspondantes  de  /"(:r)  (-). 

Nous  prendrons  rj.j^^=.p\  la  courbe  C  sera  la  lemniscate  définie 
par  l'équation 

I  P(a:)  I  =  p,         V {x)  =  {x  ~  a^)  {x  —  a^). .  .(x  —  a,n), 

OÙ  p  est  assez  petit  pour  que  la  courbe  comprenne  m  branches 
fermées  Ca  entourant  les  points  ci/i  et  limitant  in  domaines  D;f 
L'intégrale  prise  le  long  de  C  sera  la  somme  des  m  intégrales  prises 


(')  Cette  série  de  polynômes  convertieiite  sur  le  serment  rectiligne  ( — i,  -r-i) 
est  déjà  signalée  dans  le  Traité  de  calcul  dijj'èrcntiel  et  intégral  de  J.  Bertrand. 
Elle  permet  de  rattacher  à  la  famille  des  séries  (i)  les  développements  que 
M.  Lebesgue  a  utilisés  dans  sa  démonstration  du  théorème  de  \\'eierstrass  sur 
les  fonctions  continues  de  variables  réelles  {Leçons  sia-  les  fonctions  de  variables 
réelles,  p.  6o).  Je  dois  cette  remarque  à  M.  liorel. 

C-)    Voir  page  ^ig. 
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sur  les  contours  Ck-  Nous  supposerons  que/(^)  est  égale  dans  D^ 
à  une  fonction  liolomorphe  quelconque /,  (^),  dans  Dj  à  yne 
fonction  holomorphe  quelconque  f^^^)-,  etc.  Ln  calcul  fait  précé- 
demment montre  que  l'intégrale 


77^ /^^T^LpûyJ       ' 


dont  la  partie  relative  au  contour  Ga  est  égale  à  la  somme  des 
résidus  dansD^  de  la  fonction  intégrée,  est  égale  à/(^)  —  II^,  (^), 
n^(^)  étant  un  polynôme  de  degré  m{p-^\) — i  dont  le  déve- 
loppement par  la  formule  de  Tajlor  au  point  aj,  a  ses  /?-+-  i  pre- 
miers termes  identiques  à  ceux  du  développement  de  fk{oc). 
Supposons  que  x  reste  à  l'intérieur  de  la  courbe  définie  par 

|P(:r)|==p'<p, 

on  aura,  en  désignant  par  H  une  constante, 

I  f{x)  -  \\,Ax)  I  <  nki>^\        o  <  A-  <  I. 

Lorsque  p  croit  indéfiniment,  le  poljnome  X\p{x)  a  pour  limite 
fk{x)  dans  le  domaine  D^  et  la  convergence  est  uniforme  à  l'inté- 
rieur de  ce  domaine.  D'ailleurs,  en  utilisant  de  nou^eau  une  trans- 
formation de  calcul  de  Jacobi,  nous  aurons 

I  o{z^  x) 

z  —  x  ^  i'{z)—  P(x)^ 

'^{z,  x)  étant  un  poljnome  en  ^  el  z  de  degré  m  —  i  par  rapport 
à  chaque  variable  et 

Or 

I  1  V(z) 


i>(z)—V{x)  V{x)        [l*(.r)]=' 

[P(^-)J/'      ,  1P( --)]/>-' 


fP(r  )]/'+!        [P(.r-)J/'+'[P(5)—  V(x)] 

[P ( 0^ )  l  /' "^ * 
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en  intégrant 


en  posant 


Si  l'on  remarque  que  l'intégrale 


_i_     rf(z)o(z,.r) 
liTzJ,.  V(z)—V 


dz 


^.  .  {z)-l^(z) 

est  égale  à  f{oc)^  il  vient 

n;.(:r)  =  Qo+ Qi  P(x) +.  .  .-^  Q4P(x)]/'. 
Donc  la  série 

Qo+ Q,  P(;r) +  .  .  .+ Q,,[P(:r)]/^-f-.  .  . 

a  pour  somme  y<  (.2;)  dans  D,,y2  (^■)  dans  Do,  ...,/'m(j:)dans  D,„(' ), 


Le  théorème  général. 

Dans  le  premier  exemple  donné  plus  haut,  les  fonctions  analy- 
tiques, égales  dans  les  différents  domaines  à  la  somme  de  la  série, 
n'étaient  pas  indépendantes  ;  dans  le  second,  les  fonctions  sont 
arbitraires,  mais  les  domaines  ne  le  sont  pas.  Je  dis  que  les  fonc- 
tions, comme  les  domaines,  peuvent  être  complètement  arbitraires; 
en  d'autres  termes  :  Etant  donnés  m  domaines  à  contours  simples, 
D,,  Do,  ...,  D,„,  extérieurs  les  uns  aux  autres^  et  m  fonctions 
/,  (x)j/2(x)y . .  .,fm(x)^  analytiques  et  régulières  respectivement 
dans  chacun  de  ces  domaines^  il  existe  une  série  de  polynômes 
qui  converge  uniformément  dans  chaque  domaine  et  a  pour 
somme  fi  (x)  dans  1l)i^  f2(x)  dans  Do^  ...,  f,u(x)  dans  D„i. 

Il  suffît  d'établir  que,  étant  donnés  deux  domaines  D,  D'  exté- 
rieurs l'un  à  l'autre,  il  existe  une  série  de  polynômes  ayant  |)our 


(')   Voir  KiENAST,  Inaugural  Dissertation,  Zurich,  p.  2<3. 
M. 
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somme  f{x)  dans  D  et  zéro  dans  D'  ;  car,  en  prenant  pour  D  le  do- 
maine D/,  pour  D'  un  domaine  contenant  tous  les  Dk{k^i)  et 
pour  f{x)  la  fonction //( ,3;),  on  formera  une  série  ayant  pour 
somme  fiix)  dans  D/  et  zéro  dans  Da(A^7^«)-  ^^^  somme  des  m 
séries  obtenues  en  donnant  à  i  les  valeurs  1,2,...,  m  fournira  la 
solution  du  problème. 

Soient  donc  un  domaine  D  limité  par  un  contour  simple  C,  D' 
un  domaine  extérieur  à  D  ;  l'intégrale  de  Cauchj 

'f(z)dz 
11 


a  précisément  pour  valeur/(:r)  dans  D  et  zéro  à  l'extérieur  de  D. 
Si  l'on  remarque  que  les  méthodes  de  démonstration  données  au 
Chapitre  11,  de  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  holo- 
morphe  par  une  série  de  polynômes,  reposent  en  général  sur  un 
procédé  d'approximation  indéfinie  de  cette  intégrale  par  un  poly- 
nôme, on  est  conduit  à  penser  que  ces  mêmes  méthodes  nous 
fourniront  la  démonstration  de  la  proposition  qui  nous  occupe. 

Prenons  par  exemple  la  méthode  de  M.  Runge  (*)  et  soit  Dn 
l'un  des  domaines  définis  dans  cette  méthode;  nous  avons  pu 
construire  une  fraction  rationnelle  gn  (x)  qui  diffère  de  l'intégrale 
de  Gauchy  de  moins  de  -  5  lorsque  x  est  dans  D,i_,  ou  hors  de  D„_,_, . 

Cette  fonction  gn  (x)  diffère  donc  de  f  (x)  de  moins  de  —  dans 

D„_,  et  de  zéro  de  moins  de  -  dans  D',  car,  pour  n  assez  grand, 

D'  est  tout  entier  extérieur  à  D„^, .  Les  pôles  de  gn{x)  sont  d'ail- 
leurs sur  le  contour  de  D„  ;  relions  ce  contour  au  point  à  l'infini  par 
une  ligne  ne  traversant  pas  D';  nous  savons  qu'on  peut  remplacer 
g,i  (x)  par  un  polynôme  P„  (x)  qui  dans  D„_,  et  dans  D'  différera 

de  g,i  (x)  de  moins  de  —  j  on  aura  donc 

|/(;r)-P„(:r)|<^  dans  D„_,, 

|Pn(^)l<^  dans  D'. 

La  suite  des  polynômes  P„  (^)  résout  le  problème. 

(•)  l'agc  38. 
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On  peut  employer  de  la  môme  manière  la  mélliode  des  arcs  de 
cercle  de  M.  Appell.  Les  exemples  et  les  démonstrations  précé- 
dentes mettent  en  évidence  la  difrérence  cpii  existe  entre  une 
expression  analytique,  en  l'espèce  une  série  de  polynômes,  et  une 
fonction  analytique  définie,  au  sens  de  Weierslrass  par  le  pro- 
longement analytique  d'un  de  ses  éléments.  C'est  pour  montrer 
cette  différence  que  Weierstrass  a  construit  une  série  de  fr;ictions 
rationnelles  représentant  zéro  dans  une  portion  du  plan  et  i  dans  la 
portion  restante  (');  le  procédé  de  construction  de  Weierstrass 
est  compliqué.  M.  Borel  a  montré  par  une  méthode  simple  et 
intuitive  comment  l'existence  d'expressions  analytiques  représen- 
tant des  fonctions  analytiques  différentes  dans  des  régions  distinctes 
du  plan  est  une  conséquence  nécessaire  de  l'existence  des  fonctions 
non  uniformes  (-). 

Une  série  de  polynômes  convergente  dans  deux  domaines  D  et 
D'  peut  représenter,  dans  ces  domaines,  deux  fonctions  analy- 
tiques distinctes  dont  chacune  ne  peut  être  prolongée  hors  de  la 
région  où  elle  est  ainsi  définie.  Mais  les  valeurs  de  ces  fonctions 
dans  les  deux  domaines  peuvent  être  liées  d'une  manière  simple,  si 
les  polynômes  sont  soumis  à  certaines  restrictions.  Il  semble  donc 
que  des  familles  de  séries  de  polynômes  pourraient  servir  à  l'exten- 
sion de  la  notion  de  prolongement  analytique, en  convenantd'appeler 
la  même  fonction  analytique  la  valeur  de  la  somme  dans  les  deux 
domaines.  Je  renverrai  pour  ce  point  au  Mémoire  de  M.  Borel 
cité  dans  la  note  de  la  page  29. 

L'extension  du  théorème  général  au  cas  d'une  infinité  dénom- 
brable  de  domaines  dont  chacun  est  extérieur  à  tous  les  autres  est 
immédiate.  Soient  D,,  Do,  ...,  D^^,  ...  des  domaines  simples  et 

/l(^),     M^)^       ..-,      fnioc),       ... 

une  suite  de  fonctions  telle  que  /„(.r)  soit  régulière  dans  Du-  H 


(1)  Weierstrass,  Ziir  Funktionen  Lehre  {Œuvres,  t.  II,  p.  212). 

(')  Voir  Borel,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  p.  57.  La  méthode  de 
M.  Borel  conduit  aussi  à  une  démonstration  du  Ihcorcme  énoncé  si  l'on  suppose 
démontrée  la  possibilité  de  développer  une  fonction  holomorphe  en  série  de 
polynômes  dans  un  domaine  simple. 
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existe  un  polynôme  P/ï(.r)  tel  qu'on  ait 

\fi{x)—Pn(3^)'<  ^  (i  =  I,2,   ...,/l). 

La  suite  des  polynômes  V„(x)  ainsi  définis  converge  dans  tous 
les  domaines  D„  ;  elle  converge  uniformément  dans  chacun  d'eux 
et  sa  limite  dans  D„  est  égale  à/„(^).  Nous  verrons  dans  le  Cha- 
pitre suivant  que,  inversement^  une  série  de  polynômes  conver- 
gente clans  une  région  D  du  plan  représente  en  général  une 
infinité  dénomhrable  de  fonctions  analytiques  dont  chacune 
est  la  somme  de  la  série  dans  une  portion  de  D, 


Représentation  par  une  série  de  polynômes  d'une  fonction 
ayant  des  points  singuliers. 

Une  série  de  polynômes  uniformément  convergente  dans  un 
domaine  D  ne  saurait  représenter  une  fonction  ayant  des  points 
singuliers  situés  dans  le  domaine,  puisque  la  série,  convergeant 
uniformément  sur  une  courbe  entourant  un  point  singulier,  devrait 
avoir  pour  somme  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  de  la 
courbe.  Les  points  singuliers  d'une  fonction  ne  peuvent  donc  pas 
être  des  points  intérieurs  de  la  région  de  convergence  d'une  série  de 
polynômes  représentant  la  fonction.  Soit  O  un  point  du  plan  où  la 
fonction  est  régulière,  formons  l'étoile  rectiligne  relative  au  point  O  ; 
on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  représenter  la  fonction  par 
la  somme  d'une  série  de  polynômes,  convergeant  uniformément 
dans  toute  aire  intérieure  à  1  étoile,  et  chacune  de  ces  séries  peut 
être  écrite,  dès  qu'on  connaît  l'élément  de  la  fonction  analytique 
au  point  O.  C'est  le  théorème  de  M.  Mittag-Lcffler  ('). 

On  peut  modifier  la  forme  de  l'étoile,  remplacer  les  rayons  rec- 
tilignes  par  des  courbes  semblables  entre  elles  et  ne  se  coupant 
pas,  mais,  (juel  cpie  soit  le  procédé  adopté,  le  domaine  de  conver- 
gence uniforme  ne  peut  envelopper  de  point  singulier.  11  en  résulte 
que  des  points  où  la  fonction  est  régulière  sont  exclus  du  domaine 
(le  convergence  de  la  série  et  même,  si  cette  fonction  admet  des 


(')  Voir  HonEi.,  Leçons  sur  les  séries  diKergentes,  p.  19(3,  et  dans  les  Leçons 
sur  les  variables  réelles,  la  N'oie  de  M.  Painicvé. 
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coupures,  il  peut  arriver  que  des  régions  tJu  pl;in  se  trouvent 
exclues,  bien  qu'en  tous  leurs  points  la  fonction  soit  holomorplie. 

Il  est  clair  que  l'existence  des  courbes  frontières  de  l'étoile  est 
indispensable  autour  des  points  critiques:  elles  servent  de  cou- 
pures destinées  à  rendre  uniforme  !;«  branche  de  la  fonction 
définie  par  l'élément  au  point  O  ;  mais,  si  la  fonction  f\-c')  est 
uniforme,  on  peut  toujours  trouver  une  série  de  polynômes  con- 
vergeant dans  son  domaine  d'existence  et  avant  pour  somme  la 
valeur  de  la  fonction  en  chaque  point  non  singulier  :  c'est  une 
conséquence  du  théorème  sur  les  séries  convergeant  dans  plusieurs 
domaines. 

Prenons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  où,  sur  chaque  rayon  de 
l'étoile  rectiligne,se  trouve  un  seul  point  singulier  et  supposons,  par 
exemple,  que  ces  points  singuliers  n'aient  aucun  point  limite  à  dis- 
lance finie.  Le  raisonnement  s'étendra  de  lui-même  à  des  exemples 
plus  compliqués.  Traçons  un  cercle  G  de  centre  O  et  de  rayon  n\ 
soient  A  un  point  singulier  et  B  le  point  oii  le  rayon  de  l'étoile  qui 
passe  en  A  rencontre  la  circonférence  G,  une  demi-circonférence 

de  rayon  —dont  le  diamètre  limite  est  perpendiculaire  à  AB  et  la 

concavité  tournée  vers  O,  balaie  l'aire  o  lorsque  son  centre  décrit 
le  segment  AB.  Soit  D^  le  domaine  d'un  seul  tenant  obtenu,  en 
supprimant  du  cercle  G  les  régions  balayées  par  des  cercles  de 

rayon  —  dont  les  centres  décrivent  des  segments  tels  que  AB.  Soient 

A,,  A2,  ...,  A/(  les  points  singuliers  contenus  dans  G  ;  0,,  Oo,  ...,  o;t 
les  aires  8  correspondantes  :   il  existe  un  polynôme   P«(.r)   qui, 

dans  les  domaines  D„,  8,,  So,  ...,  ô^  diffère  de/(j;)  de  moins  de  - 

en  module.  La  suite  des  polynômes  V n{x^  converge  versy^\r)  en 
tout  point  régulier  de  cette  fonction;  elle  converge  uniformément 
dans  toute  aire  intérieure  à  l'étoile;  elle  converge  aussi  unifor- 
mément sur  tout  segment  des  demi-droites  frontières  qui  ne  con- 
tient pas  de  point  singulier  (  '  ). 

(')  Si  la  fonction, /(a:)  n'est  pas  partout  uniforme,  on  peut  choisir,  pour  les 
valeurs  de  cette  fonction  sur  une  demi-droite  frontière,  celles  qu'on  obtient  en  pro- 
longeant analytiquement  f{x)  à  partir  du  point  O,  dans  un  petit  angle,  positif, 
par  exemple,  dont  le  côLc  origine  est  0\;  soit/j(x)  la  valeur  obtenue  en  x  :  la 
série  de  polynômes  aura  pour  somme  f{x)  en  tous  les  points  intérieurs  de 
l'étoile  et/^(x)  sur  les  demi-droites  frontières. 
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On  peut  prendre  pour  les  polynômes  P„(^),  des  polynômes 
du  type  de  ceux  de  M.  Mittag-Leffler,  comme  l'ont  montré  M.  von 
Koch  pour  les  pôles,  M.  Mitlag-Leffler  pour  les  points  essentiels 
isolés,  M.  Painlevé  pour  des  points  singuliers  soumis  à  des  condi- 
tions très  générales  {*). 

Un  autre  exemple  simple  est  celui  où  la  fonction  /{jc)  admet 
une  coupure  unique,  ou  un  nombre  fini  de  telles  coupures. 

Plaçons-nous  maintenant  daus  le  cas  général  d'une  fonction 
uniforme  quelconque  /{^)  ',  supposons  d'abord  que  le  point  à 
l'infini  soit  régulier;  on  peut  alors  tracer  un  cercle  G  assez  grand 
pour  que  l'ensemble  fermé  Edes  points  singuliers  soit  à  l'intérieur 
de  ce  cercle.  Entourons  chaque  point  singulier  d'un  cercle  de 
rayon  £  ayant  son  centre  en  ce  point  :  d'après  le  théorème  de 
Borel-Lebesgue,  il  existe  un  nombre  fini  de  ces  cercles  contenant 
tous  les  points  de  E;  ces  derniers  se  répartissent  en  groupes  dont 
chacun  constitue  un  domaine  limité  par  un  ou  plusieurs  contours, 
soit  0  l'aire  enfermée  dans  le  contour  extérieur  d'un  tel  domaine; 
je  dis  quç  tout  point  régulier  de  f{oc)  est  à  l'extérieur  de  tous  les 
domaines  o  lorsque  £  est  assez  petit;  soit  M  un  tel  point  supposé 
dans  le  cercle  G,  je  le  joins  à  un  point  M'  de  la  circonférence  par 
une  ligne  ne  rencontrant  aucun  point  singulier,  la  distance  d'un 
point  de  cette  ligne  à  un  point  de  E  a  un  minimum  non  nul  a;  si 
£  <<  a  il  est  impossible  que  M  appartienne  à  l'une  des  aires  o.  Soit 
alors  £,,  £2,  ...,  £/i,  ...  une  suite  infinie  de  nombres  positifs 
convergeant  vers  zéro.  Prenons  £,  et  appelons  8,  les  domaines  8 
correspondants  ;  par  des  lignes  AB  ne  se  coupant  pas,  je  relie  ces 
domaines  à  la  circonférence  G;  un  petit  cercle  de  rayon  e'j<;£j, 
dont  le  centre  décrit  AB  balaie  une  aire  ù\  ne  contenant  pas  de 
point  singulier,  si  £'j  est  assez  petit.  Faisons  de  même  glisser  sur  AB 
un  cercle  de  rayon  'a  t'^ ,  nous  obtiendrons  ainsi  les  deux  bords  d'une 
coupure  reliant  à  la  circonférence  G  l'aire  S,.  On  peut  supposer 
(juc  toutes  ces  coupures  ne  se  rencontrent  pas  :  désignons  par  D, 
le  domaine  d'un  seul  tenant  extérieur  aux  0,  et  aux  ù\  et  dans 
lequel /(^;)  est  régulière,  ainsi  que  dans  les  domaines  ù\.  Je  rem- 
place £,  par  £0,  l'aire  0,   donnera  naissance  à  un  certain  nombre 


(')  Painlevi':,  loc.  cit.  —  Hei.ge  von  Ivocn,  Acta  luatheniatica^  1902.  —  Mittaq- 
Llffler,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  ii  avril  1904. 
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d'aires  Oo  ;  en  prolong;eant  AB  et  eu  introduisant  de  nouvelles  cou- 
pures situées  dans  o, ,  on  obtiendra  un  doniairK;  Do  analo^'ue  à  D,  ; 
on  passera  ainsi  à  D3,  etc.  Je  dis  que  tout  point  régulier  M  {\e  f{x) 
appartient,  pour  n  assez  <^rand,  soit  à  \)„,  soit  à  lim  dr-s  0)/,  en 
effet,  pour  n  assez  grand,  M  n'a[)partient  à  aucun  des  0,,;  s'il 
appartient  à  une  coupure  AB,  il  est  contenu  dans  un  0^,;  sinon,  il 
n'y  a  dans  son  voisinaj^e  qu'un  nombre  fini  de  ces  coupures  :  donc 
pour  n  assez  grand,  il  appartient  à  D/^. 

Soit  Vn{^)  un  polynôme  entier  tel   que  le   module  de   la  dille- 

rencc/(:r)  —  P/i(^)  soit  inférieur  à  -  dans   les  domaines  simples 

et  séparés  T),i  et  oj^.  La  suite  P«(^)  a  pour  somme  f{x)  en  tous 
les  points  réguliers  ('  ). 

Supposons  maintenant  que  le  point  à  Tinlini  ne  soit  pas  régulier 
pour/(^j  et  que  le  domaine  d'existence  de  cette  fonction  ne  soit 
pas  limité  par  une  coupure  fermée  à  distance  finie,  on  remplacera 
le  cercle  C  fixe  par  des  cercles  C„  de  rayon  /i,  qui  limiteront  les 
domaines  0,^.  Si  le  domaine  est  limité  par  une  coupure  fermée, 
on  poLirra  remplacer  le  cercle  C  par  une  courbe  quelconque  de 
ce  domaine  aussi  voisine  de  la  coupure  que  l'on  voudra. 

Ainsi  toute  fonction  analytique  uniforme  peut  être  représentée 
dans  son  domaine  d'existence  par  une  série  de  polynômes  con- 
vergeant en  tous  les  points  réguliers  vers  la  valeur  de  la  fonction. 

Remarque  sur  la  région  d'existence 
d^ une  fonction  uniforme. 

J^'ensemble  des  points  réguliers  d'une  fonction  uniforme  est 
d'un  seul  tenant  et  ne  contient  aucun  point  frontière  ;  cet  ensemble 
n'est  soumis  à  aucune  autre  condition.  M.  Runge,  dans  un  Mémoire 


(^)  On  peut  d'ailleurs  choisir  les  \\X^')  ^'^  manière  que  la  suite  converge 
même  aux  points  singuliers.  Soit  en  eiïet  8,^  un  domaine  simple  intérieur  à  6„  et 
tel  que  la  distance  des  deux  frontières  ne  dépasse  pas  e„,  et  soit  9{x)  une 
fonction  régulière  dans  ô„  que  nous  conserverons  quand  on  remplacera  8„  par 
les  8„_^,  qui  y  sont  contenus;   on   peut  choisir  P„(.r),    de  manière  que   la   dilTe- 

rence  f{x)  —  P„(a7)  ait  un  module  inférieur  à  —  dans  L>„  et  les  6^,  et  (juc  la  dif- 
férence  cp  {x)  —  P„(^)  ait,  dans  ô„,  un  module  inférieur  à  — • 
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précédemment  cité  ('),  a  montré  qu'on  peut  toujours  construire 
une  fonction  uniforme  admettant  une  région  d'existence  donnée, 
pourvu  que  cette  région  soit  d'un  seul  tenant  et  ne  contienne 
aucun  point  frontière. 

Reprenons  les  domaines  D,^  déjà  utilisés  plusieurs  fois  (-)  et  soit 
(d(x)  une  fonction  dont  les  points  singuliers  situés  dans  la  région  D 
d'un  seul  tenant  appartiennent  à  la  frontière  E  de  cette  région.  INous 
avons  vu  qu'on  peut  construire  une  fraction  rationnelle  T/j  (.r)  qui, 
dans  D,,_,,  diffère  de  (d{x)  de  moins  de  a  en  module,  et  à  l'exté- 
rieur de  D«  soit,  en  module,  inférieure  à  a.  On  peut  aussi  cons- 
truire une  fraction  Sn(x)  qui  dans  D,i_^  diffère  de  '^(œ)  de  moins 
de  a  et,  à  l'extérieur  de  D„,  diffère  de  i  de  moins  de  a  (^),  Les 
fractions  obtenues  ont  leurs  pôles  à  l'extérieur  de  D„_,  et  à  l'in- 
térieur de  D,i  ;  on  peut  les  joindre  soit  à  la  frontière  E  de  D,  soit 
à  la  frontière  du  carré  de  côté  2"+*  par  des  lignes  ne  traversant 
pas  Dn-i  ;  un  cercle  de  rayon  e  dont  le  centre  décrit  ces  lignes  va 

halajerdes  canaux,  et  aucun  des  petits  carrés  de  côté         ^  ne  sera 

contenu  en  entier  dans  un  de  ces  canaux  si  £  est  assez  petit.  Fai- 
sons glisser  les  pôles  des  fractions  rationnelles  à  l'intérieur  de  ces 
canaux  de  manière  à  obtenir  des  fractions  R/^(^)  etS,/(^)  dont  les 
pôles  sont  sur  E  et  qui  vérifient  les  inégalités 

|cp(.r)-R„(2:)I<a,  \ '^(x)  -  S„(x)  \  <a, 

dans  D//_,  et 

|R„(:r)|<a,         IS„(:r)-i  [<  a, 

à  l'extérieur  de  D,,,  sauf  dans  les  canaux;  ces  dernières  inégalités 
seront  vérifiées  en  un  point  au  moins  de  chaque  petit  carré  de  côté 

-;-^^^  contenu  dans  l),i+\  et  extérieur  à  D^  (^). 


I 


(')  Page  56,  en  noie. 
(=)  Page  58. 

(3)  Il  .suffit  de  déterminer  la  fraction  (t„(x)  qui  dans  D„_,  diffère  de  ^(x)  —  i 
de  moins  de  a  et  à  l'extérieur  de  l>„  diffère  de  zéro  de  moins  de  a  ot  de  poser 

An  (•2')  =  <J„(X)  4-1. 

(')  Je  désignerai   par   D„_^,— D„    le    domaine    formé    par    les  points   intérieurs 
à  D„^,  et  extérieurs  à  I)„. 
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Soit  maiiUenant  R(^)  une  fonction  n'ayant  pas  d'autres  points 
singuliers  que  certains  points  de  J'^,  par  exemple  une  fraction 
rationnelle  dont  les  pôles  sont  sur  E  et  soit  la  série  convergente 


'^/> 


Je  forme  la  fraction  Ri(^)  qui,   dans  D,,  diffère  de  R  de  moins 

de    a,    et    en    certains    points    de    chacjue    carré    de    côté  —   de 

D2  —  D,  a  un  module  inférieur  à  a,  ;  je  forme  ensuite  la  fraction 
R2,   qui,   dans  D3,   diffère    de  R,  de  moins  de  a^,  et  en  certains 

points  de  chaque  carré  de  coté  —  deD/,  —  D3  diffère  de  i  de  moins 

de  a2,  etc.;  je  forme  Ro/?  qui,  dans  D/,^^_,,  diffère  de  R2;)_i  de 
moins  de  7-2^3,  et  en  un  point  au  moins  de  chaque  carré  de  côté 

-^-;zri  contenu  dans  D4/,  —  D^^^,    diffère  de   i    de  moins  de  ao;,  ; 

puis  H'jp^i,  qui,  dans  Di^p^i,  diffère  de  R2;,  de  moins  de  7.2^0.1  et 

en  des  points  de  chaque  carré  de  côté    ^   ^^  de  D4^^2  —  ^hp  +  i  est 

en  module  inférieure  à  cf^op+t  (*)•  ^^  série 

R(^) -+- [R,(a7)  -  R(x)] +. . .+ [R„(^)  -  R^-iC^-)]  4-. . . 

converge  uniformément  en  tout  point  intérieur  à  D,  car  un  tel  point 
appartient  à  tous  les  Y),i  pour  n  assez  grand  et  les  termes  de  la  série 
ont,  pour  /i  assez  grand,  des  modules  inférieurs  aux  nombres  y.p. 
La  somme  f{x)  de  la  série  précédente  est  une  fonction  holo- 
morphe  dans  D.  Je  dis  que  tous  les  points  de  E  sont  singuliers 
poury'(^).  Soit  A  l'un  d'eux  situé  à  distance  finie,  entourons-le 
d' un  petit  cercle  y  (  -  )  ;  pour  n  assez  grand ,  il  y  a  dans  ce  cercle  des 
points  de  D„,  soit  Kn  l'un  d'eux:  le  segment  A„A  traverse  le  do- 
maine D//  ^  <  —  T),i  qui  sépare  E  de  T)n  et,  à  partir  d'une  valeur  de  /? 

assez  grande,  il  y  a  des  carrés  de  ce  domaine,  de  côtés  égaux  à  -^;^  • 

qui  sont  entièrement  contenus  dans  y  ;  en  un  point  quelconque  x  de 
chacun  d'eux,  on  a 


\f{x)  —  R„(a7)  I  <  a,,+i-f-  a„+2-4-' 


=  Si 


(*)  Les  fraclioHS  R„(a:)  ont  toutes  leurs  pôles  sur  E. 

(*)  Si  A  est  à  l'infini,  on  tracera  un  cercle  •,■'  de  très  grand  rayon. 
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car  Rn(^)  est  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  des 
fractions  rationnelles.  Si  n  =  2/?, 

en  un  point  x  au  moins  de  chaque  carré;  donc,  en  ce  point, 

\f{x)\  <  82/, -i-  '3.ïp. 

f{x)  prend  dans  le  voisinage  de  A  des  valeurs  aussi  voisines  de 
zéro  qu'on  le  veut,  car  z.2p  +  ^-2/7  ^  pour  limite  zéro  avec  -  •  Si 
n  z=  9.p  4-  I , 

\f{x)  —  R2p+i{a:)  ;  <  £2/,-f-i,         1  R2/>+i(^)  —  I  i  <  ^2p+ii 
en  un  point  x  au  moins  de  chaque  carré,  on  a  donc 

\f{x)  —  l\<  ^2p+\  +  ^2/J+l 

elf(x)  prend  dans  le  voisinage  de  A  des  valeurs  différant  aussi  peu 
qu'on  le  veut  de  l'unité;  la  fonction /"(x)  est  discontinue  en  A, 
donc  en  chaque  point  de  E. 

Une  conséquence  de  la  proposition  qui  précède  est  l'existence 
d'une  fonction  analytique  uniforme  possédant  les  points  d'un  en- 
semble isolé  quelconque  comme  points  singuliers  avec  des  parties 
principales  données.  Soit,  en  effet,  D  la  région  formée  par  les  points 
du  plan  qu'on  peut  joindre  à  ceux  de  E,  sans  rencontrer  de  point 
appartenant  au  dérivé  E'  de  E,  et  supposons,  ce  qui  ne  restreint 
pas  la  généralité  du  résultat,  que  D  ne  contienne  pas  le  point  à  l'in- 
fini. La  frontière  de  D  est  formée  par  E'.  Le  domaine  D,i  ne  contient 
qu'un  nombre  fini  de  points  de  E,  puisqu'il  ne  contient  aucun 
point  de  E',  car  D,i  est  dans  D.  Soit  g,i{^)  1^^  somme  des  parties 
piincipales  relatives  aux  points  singuliers,  en  nombre  fini,  du 
domaine  D,,^, — D„  ;  je  forme  une  fraction  ?\i(x)  telle  qu'on  ait 
dans  D,t 

et  dont  les  pôles  sont  des  points  de  E',  ce  qui  est  possible,  puisque 
i,',t(^)  est  régulière  dans  Dn  {^n  a  la  même  signification  que  pré- 
cédemment). La  série 
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converge  uniformément  autour  de  chaque  point  de  D  qui  n'appar- 
tient pas  à  E;  en  efi'et,  pour  n  assez  grand,  ce  point  appartient 
à  D,^,  et  les  termes  de  la  série  ont,  à  partir  d'un  certain  rang,  leurs 
modules  inférieurs  aux  termes  de  la  série  a„.  La  somme  de  la 
série  est  une  fonction  ^(^)  régulière  dans  D,  sauf  aux  points  E; 
chaque  point  de  E  est  singulier  pour  un  terme  unique  de  la  série, 
avec  la  partie  principale  donnée;  ce  point  est  donc  singulier  pour 
g{x)  et  la  partie  principale  est  la  même. 

Supposons  que  les  points  E   soient  à  l'intérieur  d'une  réj^ion 
d'un  seul  tenant  D  et  que  les  points  E'  soient  tous  sur  la  frontière 


de  D;  la  fonction 


¥{x)=f{x)-^-g{x) 


admet  les  points  de  E  comme  points  singuliers  avec  des  parties 
principales  données,  car /'(^)  estrégulière  dans  D;  d'autre  part,  la 
frontière  de  D  est  une  coupure  de  ¥[x)]  en  effet,  chaque  point  de 
la  frontière  de  D  est  singulier  poury*(^)  ;  si  ce  point  est  un  point 
de  E',  il  est  singulier  pour  F  comme  limite  des  points  singuliers 
de  E;  s'il  n'appartient  pas  à  E',  il  est  régulier  pour  g{x)  et  singu- 
lier pour  /(^),  donc  singulier  pour  Y[x). 


CHAPITRE  V. 

LES  SÉRIES  CONVERGENTES  DE  POLYNOMES. 


Les  régions  de  convergence  uniforme. 

Considérons  d'abord  une  série  de  fonctions  analytiques,  con- 
vergente dans  un  domaine  D  simplement  connexe  où  chacune 
d'elles  est  régulière  :  on  peut,  sans  changer  la  somme  de  la  série, 
remplacer  chaque  terme  par  un  polynôme.  En  effet,  soient 

les  sommes  des  i ,  2,  ...,  /i,  ...  termes  de  la  série;  F  (5:),  leur  limite; 
C, ,  C2,  ...,  ^/o  •••?  ^ïi^c  suite  infinie  de  contours  fermés  ayant  pour 
limite  le  contour  C  de  D  ;  on  peut  trouver  un  polynôme  Pn  (.r  )  qui, 
dans  le  domaine  D,;  limité  par  le  contour  C,j,  diffère  de  fn{x)  de 
moins  de  --La  suite  des  polynômes  ^n{x)  a  même  limite  que  la 
syiile  f,i(x)  en  tout  point  intérieur  à  D,  car  ce  point  appartient  à 
tous  les  D„  lorsque  /i  est  assez  grand  et  la  différence  P,i(^)  —  fn{x) 
a  pour  limite  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  F(.r)  est  la  somme 
de  la  série  des  polynômes 

71  =  00 

Le  raisonnement  s'étend  immédiatement  au  cas  où  le  domaine  D 
est  formé  de  plusieurs  parties  séparées. 

Dans  la  suite,  nous  supposerons  indifféremment  qu'il  s'agit 
d'une  série  de  polynômes  ou  d'une  série  de  fonctions  holomorphes. 

Soit  F(jr)  la  somme  d'une  telle  série,  ou  si  l'on  veut  la  limite 
d'une  suite  de  fonctions  holomorphes  :  dans  tout  domaine^  on 
peut  en  trouver  un  autre  oii  cette  fonctionF  {x)  est  holoniorphe 
et  où  la  suite  qui  a  pour  limite  ¥{x)  converge  uniformément  {^  ). 

(')  Cf.  OsQOOD,  Armais  of  Afathematics^  2'  série,  t.  III,  a»  1. 
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Je  démontrerai  d'abord  que,  dans  tout  domaine  D,  où  la  suite 
converge,  on  peut  en  trouver  un  autrf  dans  lequel  toutes  les  fonc- 
tions/„(:c)  de  la  suite  sont  bornées  dans  leur  ensemble.  Soit  D, 
un  domaine  intérieur  au  domaine  de  convergence  D  de  la  suite  ;  si, 
dans  le  domaine  D, ,  les  modules  des/«  sont  inférieurs  à  i ,  le  tbéo- 
rème  est  démontré;  sinon,  il  existe  une  fonction  y„,  qui,  en  un 
point  de  D^,  vérifie  l'inégalité 

I  /«,  i  >  ï  ; 

comme /„^  est  continue,  cette  inégalité  sera  vérifiée  dans  un  do- 
maine A,  intérieur  à  D,.  Considérons  la  suite 

Si  les  modules  de  ces  fonctions  sont  inférieurs  à  2  dans  A,,  le 
théorème  en  résulte;  sinon,  on  peut  trouver  un  domaine  Ao  inté- 
rieur à  Al  dans  lequel  on  aura,  pour  une  fonction /„^(/Z2  >>^,  ), 

IAI>2, 

etc.  ;  en  continuant  ainsi  on  arrive  à  un  domaine  A^_,  ;  si  les  fonc- 
tions y,;^^ -h  k  n'ont  pas  tous  leurs  modules  inférieurs  à  p  dans  ce 
domaine,  on  trouvera  une  fonction  y^  {rip"^  np_^)  et  un  domaine 
A^  contenu  dans  A^_,,  pour  lequel 

\fn,\>P- 

On  doit  nécessairement  aboutir  ainsi  à  un  domaine  A^  dans 
lequel  toutes  les  fonctions  .y*„^^.^-  ont  leurs  modules  inférieurs  à  /•, 
car,  dans  le  cas  contraire,  on  définirait  une  suite  infinie  de  do- 
maines 

Al,      A2,      . . . ,      A,;, 

emboîtés  chacun  dans  le  précédent  et  ayant,  par  suite,  au  moins 
un  point  commun  P.  En  ce  point  on  aurait 

par  conséquent, /*„  n'aurait  pas,  au  point  P,  une  limite  finie  F('). 

(')  Cette  démonstration  est  indépendante  du  nombre  des  variables  dont 
dépendent  les  /;  on  peut  simplement  supposer  que,  pour  chaque  [)oint,  la  plus 
grande  des  limites  des  |/„|  est  finie;  on  peut  aussi  remplacer  le  domaine  1>  par 
un  ensemble  parfait  quelconque,  composé  de  points  intérieurs  à  D.  Les  do- 
maines A  sont  alors  remplacés  par  des  ensembles  fermés  dont  chacun  contient 
tous  les  suivants. 
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Appliquons  ce  théorème.  Soit  donc  D<  un  domaine  contenu 
dans  D;  dans  D,  se  trouve  un  domaine  A  où  les  \/,i  \  sont  bornés 
dans  leur  ensemble  ;  donc  dans  A  la  suite  /„  converge  uniformé- 
ment(*)  et  la  limite  F  (^)  est  holomorphe.  C'est  la  proposition 
énoncée. 

Voici  un  exemple  :  soit  OABC  un  carré  D  limité  par  les  axes 
OH,  O  r,  et  les  droites  ;  =  i ,  r,  =  i  ;  menons  des  segments  parallèles 
à  Oc,  aux  distances-j  ^^  •••?-•••  ;  je  vais  définir  une  série  de  poly- 
nomes,  convergeant  dans  le  carré  et  qui,  dans  le  rectangle  K,i 
limité  par  les  droites  ç  =  o,  ;  =  i  et  rj  =-^  r^  ==  — ■ — ,  aura  pour 
somme  une  fonction  holomorphe  arbitraire  F„(\r).  Menons  les 
droites  Tj  =  ±  -  (|ui  limitent,  avec  les  droites  OBr,  et  AC  prolongées 
au-dessous  de  Oi,  un  rectangle  RJJ.  A  l'extérieur  de  ce  rectangle 
se  trouvent  les  segments  d'ordonnées  i?  ->   •••j  ;  soit  un  de 


n —  I 


ces  segments  d'ordonnée  -7  et  menons,  à  la  distance  — -t  les  deux 
segments  égaux  et  parallèles  qui,  avec  les  droites  OA  et  BC,  limite- 
ront le  rectangle  R^'.  De  même,  les  segments  d'ordonnées  j ^  et 

-, 1 définissent  avec  OA  et  BC  unrectano^le  R'/'.  Soit  main- 

tenant  F,  (:r),  .  .  .,  F/;(^),  ...  une  suite  de  fonctions,  telles  que 
Fn{jo)  soit  régulière  dans  R,^  ;  soient  encore  les  polynômes  quel- 

conquesQo(S),Q«(i),  . ..  ,Q„(i), Il  existe  un  polynôme  Pn(^) 

qui,  dans  les  rectangles 

R  "      R  "  R  " 


diffère  en  module  de  moins  de  -,  respectivement  des  polynômes 

Qo(ar),     Q,(^),     ...,     Qn-ii^), 
et  qui,  dans  les  rectangles 

Vi'n        t>in  Vi'n 

diffère  en  module  de  moins  de  -,  respectivement  des  fonctions 
(  '  )   loi/-  page  20. 
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Lorsque  n  croît  indéfiniment,  on  voit  (jue  la  suite  des  poly- 
nômes P«(^)  converj^e  en  tous  les  points  du  carré:  la  limite  F(j7) 
est  égale  à  ¥p{x)  à  l'intérieur  du  rectangle  11^,  et  à  Q^(ç),  sur  le 
segment  d'ordonnée-»  quel  que  soit  l'entier  /).  On  olitient  ainsi 
une  série  de  polynômes  qui  représente,  dans  une  infinité  de 
domaines  contigus,  une  infinité  de  fonctions  analytiques  aihitrai- 
rement  choisies  et  qui  converge  dans  le  domaine  formé  j)ar  la 
réunion  de  tous  ces  domaines  partiels. 

Donnons  maintenant  un  autre  exemple,  qui  \a  nous  conduire  à 
un  résultat  important    dû  à   M.   Lebesgue.   Reprenons   le    carré 


Fi! 


OAlBG  {fi g'  4)  Gt  partageons-le  en  p-  carrés  égaux  y,  de  cotés 
-  r=  a,  par  des  droites  parallèles  aux  côtés. 

Construisons  les  carrés  y,  concentriques  aux  carrés  y  et  dont 

les  côtés,  parallèles  aux  axes,  sont  égaux  à  a ;  les  carrés  y^ 

ayant  leurs  centres  aux  sommets  des  carrés  y  et  les  côtés  paral- 
lèles  aux   axes    et   égaux   à   a ;  les  rectangles  y3,    dont   les 

centres  sont  les  milieux  des  côtés  des  carrés  y  et  les  côtés  sont 
respectivement  égaux  a  a et  —  (le  cote  de  longueur  a est 

parallèle  au  côté  de  y  dont  le  milieu  est  le  centre  de  yaj.  Tout 
point  D  est  contenu  pour  n  assez  grand  dans  un  des  domaines 
yi,  y2  ou  y3.  Faisons  correspondre  p-  constantes  quelconques 
aux/?-  carrés  y.  Il  existe  un  polynôme  l^n{^)  q^i  difière  de  moins 
de  -j  en  module  de  la  valeur  constante  correspondant  au  carré  y  : 
1°  dans  le  carré  y,  que  contie^nty;  2°  dans  le  carré  yo  dont  le  centre 
est  le  sommet  de  y  qui  a  les  plus  petites  coordonnées  ;  S*"  dans  les 
deux  rectangles  ys   situés   sur  les  côtés  de  y  se  coupant  en   ce 
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sommet  (pour  les  carrés  y  adjacents  à  AC  et  à  BC,  on  ajoutera  les 
deux  rectangles  -'3  et  les  carrés  ^2  dont  les  centres  sont  sur  ces 
droites  et  pour  les  carrés  y^  qui  empiètent  sur  deux  carrés  y,  on 
les  attribuera  au  carré  y  supérieur  ou  au  carré  y  de  gauche).  La 
suite  des  polynômes  Pn{^)  a  pour  limite  une  fonction  fp{x)  qui 
est  constante  à  l'intérieur  et  sur  les  côtés  de  chaque  carré  y. 

Soit  alors  une  fonction  continue  F  de  l'ensemble  des  deux  va- 
riables réelles  ;  et  Tj  dans  le  carré  D.  On  peut  diviser  le  carré  D  en 
un  nombre/?  assez  grand  de  carrés  y  pour  que  l'oscillation  de  F  dans 
chaque  carré  y  ne  dépasse  pas  -;  soilfq(x)^  où  :c  =  E  -f-  r/),  une 
fonction  constante  dans  chaque  carré  y  et  égale  dans  ce  carré  à  la 
valeur  de  F  en  un  point  de  y  (O-  On  aura  en  tout  point  de  D 

|F(ï,rj-/,.(^)I<i:. 
Nous  définirons  ainsi  une  suite  de  fonctions 

qui,  dans  le  carré  D,  a  pour  limite  F.  D'après  ce  qui  précède, 
chaque  terme  de  cette  suite  peut  être  représenté  par  une  série  de 
polynômes  en  x.  La  fonction  F(^,'rj)  est  donc  la  somme  d'une 
série  uniformément  convergente  de  fonctions  dont  chacune  est  la 
somme  d'une  série  de  polynômes  convergente,  mais  non  unifor- 
mément convergente  (-).  Ainsi  toute  fonction  continue  est  égale 
à  la  somme  cCune  série  double  de  polynômes  en  x  {^).  Il  im- 
porte de  remarquer  que  cette  série  double  ne  peut  pas,  en  général, 
être  transformée  en  série  simple;  on  doit  d'abord  faire  la  somme 
des  polynômes  en  nombre  infini  relatifs  à  [/^^.i  {x)  — fq{xy\^  puis 
faire  la  somme  de  ces  dernières  fonctions. 


(')  Pour  les  carrés  y  non  adjacents  à  AG  et  BC,  fai-^)  «  'a  même  valeur  dans 
chaque  carré  y  et  sur  les  deux  côtés  de  ce  carré  dont  l'abscisse  ou  rordonnée 
sont  les  moindres;  pour  les  carrés  y  adjacents  à  AC,  la  fonction  aura  en  outre 
la  même  valeur  sur  le  côté  de  y  situé  sur  AC,  sauf  au  sommet  de  plus  grandes 
coordonnées;  pour  les  carrés  y  adjacents  à  BC,  la  fonction  aura  la  même  valeur 
sur  les  côtés  situés  sur  BC,  les  sommets  de  plus  grandes  coordonnées  exceptés; 
pour  l«î  carré  y  de  sommet  C,  la  fonction  sera  constante  dans  ce  carré,  contour 
compris. 

(^)  Sinon  F  serait  analyticpie. 

(')  Lebesole,  Sur  la  re/nésentation  analytique  des  fonctions  continues 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXVII,  igoS,  p.  82). 


LES    SERIES    CONVERGENTES    DE    l'OLVNOWES. 


ni 


Cas  où  la  somme  de  la  série  est  analytique. 

Un  problème  imporlant  est  celui  de  déterminer  dans  quelles 
conditions  une  série  convergente  de  polynômes  a  pour  somme  une 
fonction  analytique.  Nous  savons  qu'il  en  est  ainsi  lorsque  la  con- 
vergence est  uniforme  et  nous  avons  vu  qu'une  condition  néces- 
saire et  suffisante  de  convergence  uniforme  est  que  la  somme  des 
71  premiers  termes  de  la  série  ait,  quel  que  soit  /i,  un  module 
inférieur  à  un  nombre  fixe.  Mais  la  somme  d'une  série  de  poly- 
nômes peut  représenter  une  fonction  analytique  sans  que  la 
convergence  soit  uniforme  (').  Voici  un  exemple  de  ce  cas  : 
menons  dans  le  carré  OABC  déjà  utilisé,  le  segment  EF  pa- 
rallèle à  OÇ  d'ordonnée  -»  et  le  segment  parallèle  à  G;  d'or- 
donnée — \ — ;  menons  à  ce  dernier  segment  deux  segments 
parallèles  à  la  distance  — -  qui  limiteront  avec  OB  et  AG  un  rec- 
tangle /'//  ;  de  même  les  deux  parallèles  à  la  distance  — „   nous   dé- 

finiront  deux  rectangles  rj)  et  z,^,  le  premier  ayant  ses  cotés  sur 
les  droites  GB  et  AC  d'une  part,  G ç  et  la  parallèle  à  Gç  d'ordonnée 

— I d'autre  part  ;  le  second  ayant  deux  de  ses  cotés  sur  GB 

et  AC,  et  les  deux  autres  étant  les  segments  parallèles  à  G;  d'or- 
données I  et  -  H 1 -'  Soit  P/;(x)  un  polynôme  entier  dont  le 

module  est  inférieur  à  -  dans  les  rectangles  /*;  et  r\,  et  tiui  dilVère 

Il  °         "         Il        \ 

de  l'unité  de  moins  de  -  en  module,  dans  le  rectanele  /'».  La  suite 

Pn(^)  converge  vers  zéro  dans  le  carré  D.  Je  dis  que  la  convergence 
n'est  pas  uniforme  en  chaque  point  du  segment  EF.  En  eiVet,  tra- 
çons un  cercle  y,  ayant  pour  centre  un  point  P  de  ce  segment  et 
un  rayon  arbitrairement  petit.  Pour  n  assez  grand,  le  rectangle  /■« 
traverse  ce  cercle;  il  y  a  donc,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /?. 
des  points  de  y  où 

ll\(:r)i>i--l. 


(')  M.  Runge   en   a   donné  le  premier  exemple.   Voir  Zur  Théorie  der  aiuily 
tisclien  Functionen  {Acta  mathematica,  t.  VI,  i885,  p.  243). 
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La  convergence  ne  peut  être  uniforme  dans  y,  quelque  petit  que 
soit  le  rayon  de  ce  cercle. 

Une  première  condition  à  remplir  pour  que  la  somme  d'une 
série  de  polynômes  soit  une  fonction  analytique  est  que  cette 
somme  soit  une  fonction  continue  de  la  variable  x^  c'est-à-dire 
que  la  convergence  soit  quasi-uniforme  :  soit  P^^  (  jc)  le  terme  général 
d'une  suite  de  polynômes  convergeant  versy(.r)  dans  un  domaine 
fermé  D  ;  nous  dirons  que  la  convergence  est  quasi- uniforme  si, 
étant  donnés  £  positif  arbitrairement  petit  et  un  nombre  p  aussi 
grand  qu'on  veut,  on  peut  trouver  un  nombre  p'  supérieur  à  p 
tel  que,  pour  chaque  point  x  du  domaine  D,  il  existe  un  entier  rix 
compris  entre/»  et/?'  pour  lequel 

\f{x)-V,Jx)\<z. 

Pour  que  la  somme y(^)  soit  continue,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
convergence  soit  quasi-uniforme,  comme  l'a  montré  M.  Arzelà, 
qui  a  introduit  la  notion  de  ce  mode  de  convergence  ('). 

La  condition  est  nécessaire  :  en  effet,  soit  Xq  un  point  de  D; 
on  a,  dans  un  cercle  de  centre  Xq  et  de  rayon  o  et  pour  n  assez 
iirand  et  fixe 

I    /(^o)  — P«(^o)I  <^^ 

I     f{T,)-      f{x)     I<£, 

|P«(^o)-P«(^)    !  <£, 

car,  £  étant  donnée  on  peut  choisir  le  nombre  n  de  manière  à  véri- 
fier la  première  inégalité  et  déterminer  ensuite  ppour  que  les  deux 
dernières  soient  satisfaites,  ce  qui  est  possible,  puisque  f{x)  et 
\^,t{x)  sont  continues.  On  a  donc 

|/(:r)-P„(^)j<3£. 

Nous  prendrons  pour  n  un  des  nombres  supérieurs  à  un  nombre 
donné/?,  pour  lesquels  la  première  inégalité  a  lieu  et  pour  o  la 
plus  grande  valeur  possible.  Chaque  point  de  D  peut  ainsi  être 
entouré  d'un  cercle  de  rayon  p  ;  il  en  résulte,  d'après  le  théorème  de 
Borel-Lebesgue,  qu'on  peut  couvrir  le  domaine  D  avec  un  nombre 

(')  Arzkla,  Sulle  scrie  di  funzioni  {Memorie  délia  li.  Accademia  di  Bolo- 
gna,  5*  série,  t.  \'III.  18^9).  \'oir  aussi  Borkl,  Leçons  sur  les  fonctions  de 
variables  réelles,  p.  \\. 
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fini  de  ces  cercles,  soient  D,,  D^,  ...,  D,„,  auxquels  corres- 
pondent les  nombres  n^ ,  /io,  •••,  ri,n^  tous  supérieurs  à  p.  Dési;^nons 
par  p'  le  plus  grand  de  ces  m  nombres,  on  ;«,  pour  le  point  x, 

|/(:^')-P„.(^)l<3£,        p<ni'lp' 

si  le  point  x  est  dans  le  cercle  D,;  la  convergence  est  donc  quasi- 
uniforme. 

Supposons  maintenant  la  convergence  quasi-uniforme  ;  donnons- 
nous  un  nombre  s;  puisque  la  série  converge  en  .r©,  il  existe  un 
entier  p  à  partir  duquel  on  a 

|/(a7o)  — P„(a7o)  ;  <  £,         (n>p). 

La  convergence  étant  quasi-uniforme,  aux  nombres  £  et  y>,  il 
correspond  un  nombre  p'  tel  que,  pour  chaque  point  jc  de  D,  il 
existe  un  nombre  fix^  compris  entre  p  et  p',  pour  lequel 

Cette  inégalité  est  vérifiée  en  Xq  pour  le  polynôme  1^^,  puisque 
Ha;  est  supérieur  à  /?,  on  a  donc 

d'autre  part,  dans  un  cercle  de  centre  Xq  et  de  rayon  assez  petit, 
on  aura 

puisque  les  fonctions  continues  P„  (:r)  sont  en  nombre  fini:  il 
résulte  des  inégalités   précédentes  qu'on  a,  pour  tout  point  x  de 

ce  cercle, 

l/(:r)-/(ro)|<3£; 

comme  e  est  arbitraire,  y(^)  est  continue  en  Xq  et,  par  suite,  dans 
tout  le  domaine  D. 

La  condition  poury(.r)  d'être  continue  suffit  dans  quelques  cas 
pour  affirmer  que  cette  fonction  est  analytique;  il  en  est  ainsi 
lorsque  la  convergence  étant  partout  quasi-uniforme,  cesse  d'être 
uniforme  seulement  autour  des  points  d'une  courbe  y  rectilîable 
qui  sépare  le  domaine  D  en  un  nombre  fini  de  domaines  partiels; 
la  fonction  /{x)  est  alors  continue  dans  D,  elle  est  analyti(]ue, 
sauf  peut-être  sur  la  courbe  y;  d'après  un  théorème  de  ^L   Pain- 
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levé  ('),  elle  est  holomorphe  partout  dans  D.  Le  résultat  est  le 
même  lorsque,  au  lieu  de  la  courbe  *■%  on  a  un  ensemble  réductible 
de  courbes  analogues. 

On  pourrait  penser  que  la  condition,  pour  la  somme  d'une  série 
de  polynômes,  d'être  continue,  suffît  pour  que,  dans  tous  les  cas, 
cette  somme  soit  analytique.  Nous  montrerons,  sur  un  exemple, 
qu'il  n'en  est  rien  et  qu'une  série  de  polynômes  peut  représenter 
dans  un  domaine  D  une  fonction  continue  non  analytique. 

Soit  le  carré  OA.BG(^^.  5)  dont  deux  côtés  de  longueur  égale 


I: 


1 


u, 


à  l'unité  sont  sur  Oç  et  Ot),  et  une  suite  dénombrable  d'intervalles 


Kl. 


Mo, 


partout  denses  sur  le  segment  OA  et  n'ayant,  deux  à  deux,  aucun 
point  commun  :  l'ensemble  des  points  qui  ne  sont  pas  à  l'intérieur 
de  ces  intervalles  est  un  ensemble  parfait  E.  On  peut,  d'une  infi- 
nité de  manières,  construire  une  fonction  C2(ç)  continue  pour 
o^ç£i,  constante  dans  chaque  intervalle  a  sans  être  constante 
sur  tout  le  segment  OA.  Par  exemple,  si  la  mesure  de  l'ensemble  E 
n'est  pas  nulle,  on  y^ourra  prendre 

cp(ç)  =  mesure  de  E(;), 

en  désignant  par  E(H)  l'ensemble  des  points  de  E  situés  sur  le 
segment  (0,ç). 


(')  Painm.evk,  Sur  les  lignes  singulières  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  1888). 
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Construisons  sur  les  n  intervalles 

comme  bases,  les  /i  rectangles  U,,  Uo,  .  ..,  L«,  de  hauteur  égale  à 
l'unité.  Il  J  a  sur  la  figure  deux  rectangles  U/,  Uy  que  je  suppose 
voisins. 

Menons  à  l'intérieur  de  chaque  rectangle  U  des  parallèles  à  Or,  à 

la  distance  -  des  cotés;  nous  définissons  ainsi  des  rectanî:les  U' qui 

sont  couverts  de  hachures.  Menons  encore,   toujours  à  l'intérieur 

de  U,  des  parallèles  à  Or,  à  la  distance —  des  cotés  et  considérons 
^  in 

les  rectangles  V  empiétant  sur  deux  rectangles  U  voisins  et  dont 
les  côtés,  parallèles  à  Orj^  sont  ces  dernières  parallèles  :  appelons 
o[ui)  la  valeur  constante  de  'f  (?)  dans  l'intervalle  w/,  et  »(V)  une 
valeur  de  cp(5)  choisie  parmi  celles  que  prend  cette  fonction  sur  la 
base  du  rectangle  V  qui  repose  sur  O?. 

11  existe  un  poljnome  P«(^)  qui,  dans  chaque  rectangle  U) ,  est 

égal  à  '^(ui)  à  -  près  et  dans  chaque  rectangle  V  est  égal  à  c)(^  )  à 

-  près.  La  suite  des  polynômes  Pn(^)  ainsi  définis  a  pour  limite 

une  fonction y(^)  qui  est  égale  à  o(Ç)  en  tous  les  points  du  carré 
dont  l'abscisse  est  q;  en  effet,  si  le  point  x  est  à  l'intérieur  d'un 
rectangle  U,  pour  n  assez  grand  il  sera  dans  un   rectangle  U'  et 

Pn(''^)  différera  de  o(^)  de  moins  de  -•  Si  le  point  x  se  projette  en 

un  point  ?  de  l'ensemble  E,  on  peut  prendre  u  assez  grand  pour 
que  le  rectangle  V  qui  contient  x  empiète  sur  deux  intervalles 
w/,  wy,  aussi  voisins  qu'on  veut  du  point  ?  et  que,  par  conséquent, 
cp(V)  diffère  de  o(Ç)  d'aussi  peu  qu'on  veut.  Comme  P„(.r)  diffère 

de  ^(V)  de  moins  de  -  >  on  voit  qu'il  a  pour  limite  o(Ç)- 

La  convergence  quasi-uniforme  apparaît  donc  comme  une  con- 
dition seulement  nécessaire  pour  que  la  somme  soit  analytique.  On 
ne  connaît  pas  de  condition  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante, 
exprimant  d'une  manière  simple  que  la  limite  d'une  suite  infinie 
de  fonctions  analytiques  est  une  fonction  analytique  ('). 


(')  Cf.  P.  MoNTEL,  Sur  les  séries  de  fonctions  analytiques  {Bulletin   des 
Sciences  mathématiques,  2»  série,  t.  XX\,  juin  1906). 
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Les  points  irrégulieis. 

SoilP  un  point  quelconque  du  domaine  D  dans  lequel  une  suite 
de  polynômes  Pn{^)  converge  vers  la  fonction /(^r).  Je  dirai  que 
le  point  P  est  un  point  de  convergence  régulière  pour  la  suite,  ou 
plus  brièvement  un /?oi'/î^  régulier,  si,  dans  un  cercle  de  rayon 
assez  petit  et  de  centre  P,  la  suite  P,i(:r)  converge  uniformément. 
Dans  le  cas  contraire,  le  point  P  sera  dit  un  point  Irrégidler.  Soit  E 
l'ensemble  des  points  irréguliers  dans  le  domaine  D;  il  résulte  du 
théorème  établi  au  début  de  ce  Chapitre  que  cet  ensemble  est  non 
dense  dans  D.  Je  dis  que  c'est  un  ensemble  parfait.  J 

D'abord,  c'est  un  ensemble  fermé  ;  en  effet,  tout  point  P,  limite 
de  points  irréguliers,  est  un  point  irrégulier,  car,  dans  un  petit 
cercle  décrit  autour  d'un  point  régulier  comme  centre,  tous  les 
points  sont  réguliers.  En  outre,  l'ensemble  E  n'a  pas  de  points 
isolés.  Soit,  en  elîet,  un  point  P,  supposé  irrégulier  et  isolé;  je 
peux  décrire  une  circonférence  y  de  centre  P  et  de  rayon  assez  «[ 

petit  pour  que  tous  les  points  de  cette  circonférence  soient  régu- 
liers. 

Soit  A  l'un  d'eux  ;  dans  un  cercle  E  de  centre  A  et  de  ravon  c, 
la  série  converge  uniformément;  je  prends  pour  p  la  plus  grande 
valeur  possible.  A  chaque  point  A  de  la  circonférence  v  correspond 
un  nombre  p  non  nul  ;  il  résulte  du  théorème  Borel-Lebesgue 
qu'on  peut  recouvrir  cette  circonférence  à  l'aide  d'un  nombre 
fini  p  de  cercles  c.  Soient  c« ,  Co,  .  • . ,  c^  ces  cercles.  On  peut  trouver 
ni  tel  que  dans  c/,  on  ait 

(I)  |/-P„1<£ 

pour  n  >  ni  ;  soit  n'  le  plus  grand  des  entiers  ni  ;  pour  n  >>  n\  l'iné- 
galité (i)  sera  vérifiée  dans  chaque  cercle  c/  et,  par  conséquent,  en 
tous  les  points  de  y.  Donc  les  fonctions  P„  convergent  uniformé- 
ment sur  y;  elles  convergent  donc  uniformément  dans  ce  cercle  et, 
par  suite,  le  point  P  ne  peut  être  irrégulier. 

Je  dis  maintenant  que  cet  ensemble  E  est  continu  et  d'un  seul 
tenant  avec  la  frontière  C  du  domaine  D. 

Supposons  d'abord  que  l'ensemble  E  soit  discontinu  au  point  P; 
nous  savons  qu'on  peut  entourer  ce  point  d'une  courbe  fermée  y 
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dont  aucun  point  n'appartient  à  E  ;  en  reprenant  le  raisonnement 
qui  vient  d'être  fait  pour  le  cas  d'une  circonférence,  on  démon- 
trera que  la  suite  converge  uniformément  sur  la  courhe  v  et  par 
suite  à  l'intérieur,  ce  qui  contredit  l'hypothèse  que  P  est  irrégulier. 
De  même,  E  est  d'un  seul  tenant  avec  la  frontière  C,  sinon  on 
entourerait  E  d'une  courbe  fermée  y  dont  aucun  point  n'ap[)artient 
à  E  ni  à  C,  et  à  l'aide  de  laquelle  on  répéterait  le  même  raisonne- 
ment. En  résumé,  étant  donnée  une  série  de  polynômes^  con- 
vergente dans  un  domaine  D,  L'ensemble  des  points  irréguliers 
est  parfait^  non  dense  dans  D,  continu  et  d' un  seul  tenant  avec 
la  frontière  du  domaine. 

Quelle  est  la  nature  de  la  fonction /(^)  définie  sur  l'ensemble  E 
des  points  irréguliers  :  je  dis  qu'elle  est  ponctuellement  discon- 
tinue sur  E  ou  sur  tout  ensemble  parfait  extrait  de  E;  il  faut 
entendre  par  là  que,  dans  toute  partie  de  E,  il  j  a  des  points  de 
cet  ensemble  en  lesquels  la  fonction  est  continue  sur  l'ensemble  (  '  ). 

Démontrons  d'une  manière  générale  qu'une  suite  convergente 
de  fonctions  continues  fn{^)  a  pour  limite  une  fonction  f{oc) 
ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble  parfait.  Je  dis 
d'abord  que,  dans  tout  domaine  D,,  intérieur  au  domaine  de  con- 
vergence D,  on  peut  en  trouver  un  autre  pour  lequel 

1/  — /a|^£         pour         /i>/?, 

e  étant  un  nombre  positif  donné. 

D'abord,  comme  nous  avons  vu,  dans  tout  domaine,  il  en  existe 
un  autre  où  les  \fn\  sont  bornés;  nous  supposerons  donc  qu'il 
en  est  ainsi  dans  D,.  Donnons-nous  s,  si  l'on  peut  trouver  un 
nombre  p  tel  que,  dans  D< ,  pour  n  et  n'  supérieur  à  yo,  on  ait 

le  théorème  est  démontré,  car  il  suffît  de  faire  croître  n'  indéfini- 
ment pour  obtenir  en  chaque  point  de  D,  l'inégalité 

Dans   le    cas  contraire,  il  existe  un  point  P  dans  D,   et  deux 


(')   Voir  Baire,  Sur  les  fonctions  de  variables  réelles  {Annali  de  Matema- 
tica,  1899). 
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nombres  /i,  et  n\  tels  que.  en  P, 

Les //i  étant  continues,  cette  inégalité  a  lieu  pour  tous  les  points 
d'un  domaine  A,  entourant  P.  Considérons  dans  A^  la  suite 

si,  à  partir  d'un  rang/?,  on  a  pour  tous  les  points  de  A, 

|/.-/.I<£        (n,  n'>/>;, 

le  théorème  est  démontré,  sinon  il  existe  un  domaine  A^  intérieur 
à  A,  et  deux  nombres  n-,  et  n'.,  (n\  <  /?j  <  n'.,)  tels  que 

dans  Ao,  etc.  ;  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  nécessairement  à  un 
domaine  A;.,  dans  lequel  l'inégalité  (2)  sera  vérifiée;  sinon,  on 
définirait  une  suite  infinie  de  domaines,  chacun  contenu  dans  le 
précédent,  qui  auraient,  par  suite,  au  moins  un  point  commun  to. 
En  ce  point  co,  on  aurait  les  inégalités 


\fnr-U\>^, 


les  nombres  //^,  n\.  croissant  indéfiniment  avec  r.  Mais  ceci  est 
impossible  puisque  la  suite //^  étant  convergente  en  to,  on  a,  en  ce 
point,  à  partir  d'un  certain  rang/?, 

\fn-fu'\  <  -        (n,  n>  p). 

Donc,  dans  le  domaine  D,,  on  peut  trouver  un  domaine  D,  en 
lous  les  points  duquel  on  ait,  pour  n  assez  grand, 

\f-fn\<^. 

\a\  fonction  f,i  étant  continue  dans  D, ,  on  pourra  trouver  dans 
ce  domaine  un  nouveau  domaine  D'j  tel  que,  siy^^  ct/,^  sont  deux 
valeurs  de  la  fonction  dans  D'j,  on  ait 

\fn-fn\<^; 
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comme  on  a 

\f'-fn\<^. 

f  étant  la  limite  de/J^,  on  en  déduit  dans  D^' 

l/-/'l<3£. 

Ceci  posé,  dans  D,  je  peux  donc  trouver  un  domaine  D'  dans 
lequel  l'oscillation  âef(x)  c'est-à-dire  le  maximum  du  module  de 
/ — /'  ne  dépasse  pas  i  ;  dans  D'  je  peux  trouver  un  domaine  D" 

où  l'oscillation  de  /  ne  dépasse  pas-:»  etc.;  dans  D^"~*^,  on  peut 

trouver  un  domaine  D("^  où  l'oscillation  de  /  ne  dépasse  pas-* 
On  forme  ainsi  une  suite  dénombrable  de  domaines 

D'     D'  Dt«^ 

dont  chacun  est  compris  dans  le  précédent  et  qui  ont  au  moins  un 
point  limite  P.  Au  point  P,  la  fonction  y  est  continue,  car,  étant 
donné  le  nombre  a,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  P  et  tout 

entier  dans  D^"^  (/«>>-),  on  aura 

/  el  /'  étant  les  valeurs  de  la  fonction  au  point  P  et  en  un  autre 
point  quelconque  du  cercle.  La  fonction  f  possède  dans  tout 
domaine  D,  des  points  de  continuité,  elle  est  ponctuellement 
discontinue  dans  D. 

Dans  la  démonstration  précédente,  onpeut  remplacer  le  domaine 
D,  par  un  ensemble  parfait  quelconque,  tous  les  résultats  sub- 
sistent. Donc  la  fonction  f  est  ponctuellement  discontinue  sur 
tout  ensemble  parfait  ('  ). 

En  particulier,  la  somme  d'une  série  de  polynom,es  est  ponc- 
tuellement discontinue  sur  l'ensemble  par/ait  des  points  irré- 
guliers. 

Voici  un  exemple  :  reprenons  les  calculs  de  la  page  i  lo.  Au  lieu 
des  polynômes  Qq,  Qj,  .  .  .  ,  Q/i_i  que  nous  avons  introduits  alors, 
nous  prendrons  les  polynômes 

Q'oHO,    Qï(0,    •••.    Q;I-i(0, 

(')  Le  raisonnement  est  applicable  à  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 
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en  désignant  par 

une  suite  de  polvnomes  convergeant  pour  oS;^  i  vers  la  fonction 
de  première  classe  (  '  )  arbitrairement  choisie  cp^(^).Les  polynômes 
Pn{^)  ûnt  alors  pour  limite  une  fonction  f{x)^  égale  dans  le  rec- 
tangle R;,  à  la  fonction  holomorphe  F^  et  sur  le  segment  d'or- 
donnée ->  à  la  fonction  de  première  classe  csn. 
P  ,  . 

Les  propriétés  que  nous  venons  d'établir  pour  la  fonction /(:c) 

suffisent-elles  pour  que  cette  fonction  soit  représentable  par  une 
série  de  polynômes  en  x"!  En  d'autres  termes,  une  fonction  de  x^ 
analytique  dans  un  domaine  D,  sauf  aux  points  d'un  ensemble  parfait 
non  dense,  continu  et  d'un  seul  tenant  avec  la  frontière  G  de  D, 
sur  lequel  elle  est  de  première  classe,  est-elle  égale  à  la  somme 
d'une  série  de  polynômes  en  x  ?  Il  semble  que  l'étendue  et  la 
structure  de  l'ensemble  E  doivent  ici  jouer  un  rùle  et  que  les 
limites  de  polynômes  en  x  ne  soient  pas  caractérisées  par  les 
propriétés  que  nous  avons  dites. 


Propriétés  cV une  suite  de  polynômes  dans  le  voisinage 
des  points  irréguliers. 

Soit  Xq  un  point  régulier  on  f{x)  prend  la  valeur  a;  je  dis  que, 
dans  le  voisinage  de  Xq.,  les  équations 

Vn{x)  =  a 

ont,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,   une  racine  et  une 
seule  (2). 

Posons  l\n{x)  =/{x)  —  P,i(x);  f{x)  est  analytique  dans  un 
cercle  y  de  centre  Xq,  supposons  ce  cercle  assez  petit  pour  qu'il 
n'y  ait  aucune  racine  autre  que  Xq  de  l'équation /(^)  =  a,  dans  le 
cercle  et  sur  la  circonférence.  Pour  n  assez  grand,  on  aura  sur  la 


(')  Voir  Baire,  toc.  cit.,  et,  dans  les  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables 
réelles  de  M.  Borkl,  la  Note  de  M.  Lebesgue. 

(^)  Les  résultats  de  ce  paragraphe  ne  seraient  pas  changés  si  l'on  remplaçait 
les  P„  par  des  fonctions  holomorphes  quelconques. 


LES    SÉRIES    CONVERGENTES    DE    POLYNOMES.  19.3 

circonférence  de  y 


/(^;  — « 


<I, 


car  R,i(^)  converge  uniformément  vers  zéro  dans  v,  et  \fix) —  a  \ 
a  sur  la  circonférence  un  minimum  non  nul.  Les  équations 

f{oc)  —  a  =  () 
et 

f{x)  —  a  —  R„(x)  =  Vn{x)  —  a=  o 

ont  alors  dans  y  le  même  nombre  de  racines,  c'est-à-dire  une  et 
une  seule.  Réciproquement,  soit  Xq  un  point  régulier  dans  le 
voisinage  duquel  les  équations 

Vn{x)  =  a 

ont,  dans  leur  ensemble,  une  infinité  de  racines;  je  dis  que 
f{Xi))  =  a.  En  effet,  pour  n  assez  grand,  on  a  dans  un  cercle  y 

£  positif  arbitraire  ;  pour  une  valeur  x  dans  v,  P,^(^x)  =  a;  donc 

\f{x)-a\<B; 

d'ailleurs,  si  v  est  assez  petit, 

l/(^o)— /(•2^)|<£, 
d'où 

1/(^0)  — «1  <2£, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
Considérons  alors  l'équation 

Pn(x)  =  a, 

où  a  est  un  nombre  quelconque,  elle  admet  dans  le  domaine  D  un 
certain  nombre  de  racines  ;  supposons  qu'on  ait  marqué  tous  les 
points  racines  des  équations  obtenues  en  donnant  à  n  toutes  les 
valeurs  entières  et  soit  E^  l'ensemble  dérivé  de  ces  points  racines  (  '  ). 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  point  régulier  appartient 
à    un    ensemble  E^  et  à   un  seul.   Par   conséquent,  si  un  point 

(')  Si  un  point  est  racine  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  je  le  considère 
comme  faisant  partie  de  E^. 
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appartient  à  la  fols  à  E^  et  à  E^,  c'est  un  point  irrégulier.  Les 
points  communs  aux  deux  ensembles  E^  et  E^,  a  et  b  étant  deux 
nombres  quelconques,  font  partie  de  l'ensemble  E  des  points  irré- 
guliers. 

D'ailleurs,  un  point  irrégulier  appartient  à  tous  les  E^,  sauf 
un  au  plus.  En  d'autres  termes,  si  les  équations 

nont^  clans  leur  ensemble,  qu'un  nombre  fini  de  racines  autour 

de  ^,  ce  point  est  régulier. 

Nous  nous  appuierons  pour  démontrer  cette  proposition  sur  une 

généralisation  des  théorèmes  de  M.  Picard  sur  les  points  essentiels 

due  à  M.  Landau  (')   :   si  f{x)  est  homolorphe  dans  un  cercle 

de  centre  ^07  o^^  ^H^  ne  prend  ni  la  valeur  zéro,  ni  la  valeur  i,  le 

module  de  cette  fonction  reste,  dans  un  cercle  fixe  quelconque 

intérieur  au  premier,  inférieur  à  un  nombre  M  qui  ne  dépend  que 

de  la  valeur  /{xq).  D'ailleurs,  si  |/(^o)|  >  a  et  |/(^o)  —  i  |  >  a, 

on  peut  prendre  pour  M  un  nombre  qui  ne  dépend  que  de  a;    par 

conséquent,  si  l'on  a  une  famille  de  fonctions /(;r),  prenant  en  ^0 

des  valeurs  dont  aucune  valeur  limite  n'est  o  ni  i ,  les  modules  de 

ces  fondions  restent  bornés,  dans  leur  ensemble,  dans   le  cercle 

précédent. 

Reprenons  les  polynômes  Vn{x).,   on  peut    toujours  supposer 

P^ a 

a=:  o  et  b  =  i^  sinon  on  remplacerait  P;^  parle  polynôme  -j^ 

Traçons  un  cercle  y  de  centre  Xq  et  de  rayon  c  dans  lequel  les 
équations 

n'auront  pas  de  racine  et  soit  y'  le  cercle  de  rayon  -  concentrique 

à  y.  Il  existe  certainement  dans  v'  un  point  oii/(x)  diffère  de  zéro  et 
do  I,  car  dans  le  cas  contraire  il  y  aurait  dans  y'  un  point  régulier 
où  f{x)  serait  égale  à  zéro,  par  exemple,  et  par  conséquent  les  équa- 
tions  P„  r=  o  auraient  des  racines  autour  de  ce  point.  Soit  .r,  un 
point  tel  fpie/(x,)^o,/(x,)^i.  Traçons  le  cercle  y,  de  centrer, 
et  langent  intérieurement  à  y,  ce  cercle  contient  Xq\  on  aura  pour 


(')  !•'..  Landat,  Cebcr  den  Picardschen  Satz  {l'iertelja/irsschri/i  der  natur 
forschenden  GescUsc/ia/t  in  Zurich.,  190(3,  p.  2G7). 
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n  assez  grand 

I  P/z(^i)|  > '^,  I  I'/^(^i)—  I  I  >  a; 

donc,  dans  un  cercle  quelconque  y'^,  concentrique  à  v,,  les  |P,^(x)| 
sont  bornés;  menons  v'^  assez  voisin  de  y,  pour  qu'il  contienne  Xo, 
alors  on  voit  que  les  modules  des  P«(.r)  étant  bornés  autour  de 
Xq^  la  convergence  est  uniforme  dans  y',  et  le  point  Xq  est  régulier. 
On  peut  démontrer  un  résultat  plus  complet  que  le  précédent  :  si 
dans  le  voisinage  de  Xq^  les  équations 

(2)  Y*n{oo)  =  a, 

(3)  Vn{x):=b 

ont  un  nombre  de  racines  qui  ne  croit  pas  indéfiniment  avec  n^ 
le  point  Xq  est  régulier. 

Soient,  en  effet,  p  le  nombre  maximum  des  racines  de  l'équation 
Vni^x)  =  a,  dans  un  cercle  y  de  centre  ^07  lorsque  n  varie  ;  q  le 
nombre  correspondant  pour  Téquation  P/;(^)r=  h.  Ou  bien,  pour 
tout  cercle  y'  concentrique  et  intérieur  à  v,  les  équations  (2)  ont, 
à  partir  d'un  certain  rang,  toutes  leurs  racines  dans  v'  ou  il  existe 
un  cercle  y'  tel  qu'une  infinité  d'équations  (  2)  aient/;  —  1  racines 
au  plus  dans  ce  cercle;  il  en  est  de  même  pour  l'équation  (3)  en 
remplaçant  p  par  q.  Supposons  que  la  première  hypothèse  soit 
réalisée  pour  (2)  et  (3)  alors,  dans  l'anneau  limité  par  v  et  un 
cercle  y',  les  équations  (2)  et  (3)  n'ont  plus  de  racines  pour  /i  assez 
grand  ;  on  en  déduit  que  la  suite  converge  uniformément  en  chaque 
point  de  cet  anneau  et,  à  l'aide  d'un  raisonnement  plusieurs  fois 
utilisé,  qu'elle  converge  dans  y  uniformément  :  Xç^  ne  peut  donc 
être  irrégulier.  Supposons  maintenant  que  la  seconde  hypothèse  se 
réalise  pour  (2)  ;  alors,  nous  extrairons  de  la  suite  P,/  une  suite 
partielle  Q/^  telle  que  les  équations 

(2)'  Q„(^)  =  a 

aient  p  —  i  racines  au  plus  dans  y'  ;  ou  bien  quel  que  soit  le  cercle  y' 
concentrique  et  intérieur  à  v',  les  équations  (2)' ont  toutes  leurs 
racines  dans  ce  cercle  à  partir  d'un  certain  rang,  ou  bien  il  existe  un 
cercle  y"  dans  lequel  une  infinité  d'équations  (2)'  ont  p  —  2  ra- 
cines au  plus  ;  on  extraira  alors  des  Q„  une  suite  R,/,  et  en  con- 
tinuant ainsi  on  arrive  nécessairement  à  un  cercle  y^  et  à  une 
suite  S,j  telle  que,  quel  que  soit  le  cercle  yjr.  concentrique  et  inté- 
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rieur  à  y^,  toutes  les  racines  des  équations  S/,(^)==a  sont  à  l'in- 
térieur de  ce  cercle  pour  n  assez  grand.  Considérons  alors  les 
équations  S„(.r)  =  ^;  en  raisonnant  de  la  même  manière,  on 
arrivera  à  un  cercle  yo  et  à  une  suite  U//,  extraite  des  S,^  telle  que 
toutes  les  racines  des  équations 

soient  pour  n  assez  grand  à  l'intérieur  d'un  cercle  quelconque 
intérieur  et  concentrique  à  y©.  En  répétant  le  raisonnement  fait 
tout  à  l'heure,  on  en  déduit  que  la  suite  U„  converge  uniformé- 
ment en  Xq.  On  voit  donc  que  de  la  suite  P„  comme  de  toute  suite 
infinie  extraite  des  P«,  on  peut  extraire  une  suite  nouvelle  con- 
vergeant uniformément  en  Xq  ;  il  en  résulte  que  la  suite  P„ 
converge  uniformément  autour  de  x^  :  donc  Xq  est  régulier. 

On  démontrerait  de  même  que  si  'f  (^)  est  une  fonction  liolo- 
morphe  en  Xq,  les  équations 

Pn{cr)  =  o{x) 

ont,  autour  de  :c„5  ^^^^  nombre  de  racines  qui  croît  indéfiniment 
avec  /i,  sauf  peut-être  pour  une  fonction  co  exceptionnelle  ;  il  suffit 
de  remplacer  dans  les  raisonnements  qui  précèdent,  à  peine  mo- 
difiés, P/i  j^ar  la  fonction 

•^"-'    Pn~W 

•L,  et 'I>2  étant  deux  fonctions  supposées  exceptionnelles;  prenons 
en  particulier  cp  =  P/f,  on  voit  que  les  équations 

V„{x)  =  P^{x) 

ont  un»'  infinité  de  racines  autour  de  chaque  point  irrégulier;  on 
peut  donc  considérer  un  tel  point  comme  un  point  limite  des 
points  d'intersection  des  fonctions  P,;  entre  elles  (^). 


(')  Cf.  p.  lîouTRoux,  Sur  les  fonctions  liniiles  des  fondions  multiformes 
{/{endironti  (lel  Circolo  Matcmatico  di  Palermo,  l.  XXIV,  .>•  senti.,  1907)  et 
P.  MoNTF.i,,  Sur  les  jtoints  irréguliers  des  séries  convergentes  de  fonctions 
analytiques  {Comptes  rendus,  novembre  1907): 
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